I. megoldas. A fliggvénynek csak ott lehet szélsé értéke, ahol derivaltja eltinik:
flx)=32"+p=0, a*=—7%

vagyis az

Z1,2 =44 /-

w3

helyeken. Ezek akkor és csak akkor valosak és kiilonbo6zsk, ha
(1) p<O0

(p = 0 esetén x; = x9, tehat a széls6 értékek eleve nem lehetnek kiilonbozs elGjeliek).
E feltétel teljesiilése esetén az

1= — P és To = .
3 3
helyek mindegyikén van is szélsé érték, mert f'(x) elGjelet valt, z1-en (ami < 0) athaladva pozitivbol negativva valik,
hiszen itt 322 csokken, zo-n athaladva pedig negativbol pozitivva, igy az f(x) fiiggvénynek z;-ben (helyi) maximuma
és xo-ben (helyi) minimuma van.

A széls6 értékek:
p p 2p P
f(z1) —551(33% +p)+q= —\/—g (—g —I—p) +qg=q— ?\/_gv

— _ /_2(_2 ) _, 2 [P
f(z2) = 22(23 +p) + ¢ s~z tp)ta=a—3 3

és ezek akkor és csak akkor ellentett elGjeliiek, ha szorzatuk negativ:

? flen)- floa) =" - 4?]92 (-5) =+ 42_]?73 =4 [(%)2 + (gﬂ <0,

Ez a feltétel magaban foglalja (1)-et is, hiszen p 2 0 esetén a bal oldal

4p3
P+ —2¢20
q + o7 = g =Y,
igy f(x) széls6 értékei akkor és csak akkor ellentett elGjeliiek, ha a p, g egylitthatokra teljesiil a (2) feltétel.
Gegesy Ferenc (Budapest, Moricz Zs. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzés. Akik ismerik az f(z) = 0 redukalt harmadfoki egyenlet megold()képleté, azok (2) szogletes zardje-
lében felismerik az egyenlet D diszkriminansat. Ezt a megoldas diszkussziojaval egybevetve latjuk, hogy f(z) széls6
értekei ellentett elGjeld voltanak feltétele azonos azzal, hogy az f(x) = 0 egyenletnek harom kiiloubozé valos gyo-
ke legyen. Valoban, a fentebbiek szerint az x1 < x < my értékekre f'(x) < 0, az f(z)-et abrazold gorbe siillyed,
flx1) > f(x2), igy f(x1) és f(x2) ellentétes jeld volta azt jelenti, hogy f(z1) > 0 és f(z2) < 0, a gorbének a maximum
el6tti, emelked6 szakasza, tovabba az z; és o kozti, siillyedd szakasza, végiill a minimum utani, emelked§ szakasza
kiilon-kiilon metszik az x tengelyt, innen a 3 kiilonb6z6 valos gyok.

A feltételek megfeleltetését folytatva

a\? , (P\? . a\? | (P\?
p=(3) +(5) =0 . p=(5) +(3) >0
2) T3 ' 2) T\3) 7
azt jelenti, hogy a széls6 értékek egyike 0, a gorbe itt érinti az = tengelyt, kétszeres gyok van, ill. hogy a két széls§ érték

egyenld elGjeld (vagy mindketts pozitiv, vagy mindketts negativ). Az abra a gérbe menetét vazolja x; # xo esetére,
D elGjele szerint.
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II. megoldas. Az f(x) fliggvény képét az
folz) = 2® + px

fiiggvény képébdl g-val valo eltolassal kapjuk az y tengely irdnyaban, emiatt elGszor az egyszertbb fo(z) fliggvényt
vizsgaljuk. Mivel fo(—x) = — fo(z), azaz a fiiggvény Gn. paratlan fliggvény, elegends pozitiv z-ekre vizsgalnunk. Harom
esetet kiilonboztetlink meg:

1. Ha p > 0, akkor fy két monoton névekvé fiiggvény Osszege, tehat fy is monoton ng, igy nincsenek szélsé értékei.

2. Ha p = 0, akkor fo = 3, ismét monoton novekvs.

3. Ha p < 0, mondjuk p = —a? (ahol a > 0), akkor

(3) fo(x) = z(z + a)(z — a),

igy fo a 0 < z < a intervallumon negativ, z > a mellett pozitiv. £ > a mellett mindhdrom tényez6 pozitiv és
monoton ng, igy fo is né, ezért szélss érték csak a 0 < x < a szakaszon lehet. Ezt a szamtani és mértani kozép ismert
nagysagviszonya alapjan akarjuk meghatarozni. Alakitsuk (3)-at igy:

—affo(z) = z(azx + aa)(Ba — Bx),

ahol a-t és -t gy akarjuk meghatéarozni, hogy a harom tényez6 6sszege allando legyen. Ekkor ugyanis a szorzat akkor
maximalis, ha tényez&i egyenlGek. Ha az Osszegben x egyiitthatoja elttinik:

l4a—-p=0,
akkor az Osszeg allando, és a tényezdk egyenlSek, ha még

T =ar+ aa

x = Pa— Pz
is teljesiil. Ennek az egyenletrendszernek egy megoldasa pl.

o= \/52_1(>0), 8= \/§2+1(>0), ;vz%

(és teljesiil 0 < & < a), tehat fo(x)-nek z = a/v/3 mellett van minimuma, és itt a fiiggvény eértéke

Mivel fo paratlan, ebbdl a fliggvény lokilis maximuma is elGallithato:

2 3/2
3 \/g( P

Visszatérve az f(xz) fliggvényre, ennek is csak negativ p mellett lesz szélsG értéke, és ezek akkor lesznek kiilonbozé
elGjeliek, ha g értéke max fy és min fy kozé esik, azaz

max fo =

- v ’ o (q)2 (p)3
= ——(— _— — — 0
lg] < max fo 3\/§( )7, q° < 570" ) + 3 <0,

ami természetesen csak negativ p-re teljesiilhet, ez tehat a sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy az f(x) fliggvény
szélsG értékei kiilonbozo elGjeliek legyenek.



