I. megoldas. Az X X’ atmérén atmend fél-fékorre az o = 180°/15 = 12°-0s szog tobbszoroseit kell felmérniink.

A kapott osztopontok szimmetrikusak az X X’ atmérére merdleges, O-n atmend S sikra, igy a bel6liik szarmaztatott
korok is szimmetrikusak Si-re (1. abra).
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1. dbra

Hasonléan szimmetrikusak az YY’, ZZ’ tengelyekhez tartozé korok a tengelyekre merdleges Sa, ill. Ss sikra. Ez a
harom sik a teret és a gdmbot 8 részre vagja fel, a fenti szimmetria miatt elegendd e részek egyikét megvizsgalni, az
itt talalt metszéspontoknak az Gsszes tobbiben megtaladljuk a megfelelsit a hatarolé sikokra valo tiikkrozés atjan.

Tegyiik fel, hogy a megrajzolt korok koziil harom megy at a gémb valasztott nyolcadanak valamely P pontjan.
Tartozzék ez a harom kor rendre az « szdg k-, I-, m- szereséhez, ahol feltevésiink szerint k, [, m 1 és 7 kozotti egész
szamok.

2. dabra

Legyen P vetiilete az S3 sikon @, az OPQ derékszogi haromszogben OPQ< = POZ< = ma, emiatt (2. abra)

PQ = rcosma,
ahol r a G gdmb sugara. Hasonléan

QR =rcosla, OR = rcoska,

ahol R a Q pontnak az X X' egyenesen levé vetiilete. Az OQR, OQP derékszogii haromszdégekben

OP? = 0Q? + QP%* = OR? + RQ? + QP?,



tehét

2

(1) cos® ka + cos® la + cos® ma = 1.

Ezek szerint meg kell keresniink az (1) egyenlet gyokeit. Ennek érdekében meghatarozzuk az o sz6g t6bbszoroseinek a

cosinusat, illetve a
cos® = (cos2B+1)/2

Osszefiiggés alapjan a 2-szeresiik cosinusabol kozvetleniil e cosinusok négyzetét, a tablazat alapjan:
B8 12° 24° 36° 48° 60° 72° 84°
cos? 30,9568 0,8346 0,6545 0,4477 0,2500 0,0955 0,0109

Ha az (1)-ben szerepls harom szog koziil a legkisebb 12°-0s volna, akkor a mésik két cosinus négyzetosszegének
1—-0,9568 = 0,0432

-nek kellene lennie, e szogek tehat csak 84°-osak lehetnének, mert cosinus-négyzetiik kiilon-kiilon legfeljebb 0,0432; igy
latnivaléan nem kapunk gyokot.

Ha a legkisebb sz0g 24°-0s, a masik két szogre jutdé maradék 0,1654, csak 72°-os és 84°-os szogek johetnének szoba,
ismét nincs megoldas.

Ha a legkisebb sz6g 36°-0s, a maradék 0,3455, igy 60°-o0s, 72°-0s, 84°-0s szogek szerepelhetnek még: az els6 ketts
cosinusa négyzetének Osszege épp 0,3455.

Ha a legkisebb szog 48°-0s, a maradék 0,5523, igy 48°-0s, 60°-0s, 72°-0s, 84°-0s lehet a masik ketts: egy 48°-o0s és
egy 72°-os majdnem egfelel, az Osszeg 0,5432, tehét a hozzdjuk tartozd harom kor csak megkozeliti egymaéast. Végiil ha
a legkisebb szog 60°-0s, akkor a cosinus-négyzetek Osszege legfeljebb 3 - 0,25 = 0,75, (1)-nek nincs ilyen megoldasa.

A kapott 36°-os, 60°-0s, 72°-0s szogharmas valoban gyoke (1)-nek (és nem csak a tablazatunk pontossagaig elégitik
ki azt), hiszen

1
2 o
60° = -
cos 1
2°+1 1 -1 1
co? 3o = 8 T2HL 1 V5ol 1 V543
2 2 4 2 8
cos2 7Qozwz_l.\/5+1+l:3—\/57
2 2 4 2 8

és ezek Osszege valoban 1. E szogharmasnak a valasztott nyolcadban 6 pont felel meg, hiszen a 3, 5, 6 szorzészamokat 6-
féle sorrendben feleltethetjiik meg a k, [, m valtozoknak. Ennek a 6 pontnak az Gsszes t6bbi nyolcadban van megfelelGje,
Osszesen tehat 48 pont van, melyen a megrajzoltak koziil 3 kor megy at.
A masodik kérdésre térve, nem taldltunk metszést az olyan korokon, amelyek a 12°-nak 1-, 2-, 4-, ill. 7-szereséhez
tartoznak, igy az ilyen korok szama a szimmetridk figyelembevételével 4 - 2 - 3 = 24.
Somorjai Gdbor (Budapest, I. Istvan Gimn., IIL o. t.)
Donga Gyorgy (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., II. o. t.)

II. megoldas. Konnytd megrajzolni a koreinkbdl az XY Z gémbharomszogbe es6 iveknek pl. az XOY = Sj
sikon levé vetiiletét, hiszen az elsé két korrendszert kimetsz6 sikok erre merdlegesek, és igy a megfelel6 negyedkorivek
vetiiletel az OX), ill. OY sugarra mer6leges fél-harok; a 3. korrendszert kimetsz6 sikok pedig parhuzamosak Ss-mal,
ezért mindegyik ilyen kor vetiilete vele egybevago, O kozépponti kor (3. abra).
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3. dbra



Ha van a gomb feliiletén harmas metszéspont, annak vetiiletén 3 kor vetiilete megy at, éspedig mindharom kor-
rendszer 1-1 korének vetiilete.

A rajz szerint 6 ponton latszik dtmenni 3-3 kor vetiilete. Bebizonyitjuk, hogy ezek a gombfeliilet olyan pontjainak
vetiiletei, amelyeken valéban 3 kor megy at. Ezt egyetlen szamitas bizonyitja, mert a pontok mindegyike az egyik
korrendszer 3. korének, egy masik korrendszer 5. és a harmadik rendszer 6. korének vetiiletén latszik. Igy pl. a X X'-re
merdleges 3. és az Y'Y -re merdleges 6. kor vetiiletei kozos P’ pontjanak OY-tol, ill. OX-t6l mért tavolsiga

541 5—1
\/_4 ill. cos 72° = V5

cos3-12° = cos 36° = , s — mint az ezek négyzetosszegebdl vont négyzetgyok —

OP’:\/(6+2\/5)1—Z(6_2\/5) - ?zsin5-12°.

Ez pedig a ZZ'-re meréleges korrendszer 5. korének sugara, ami allitasunkat igazolja.
Az ilyen pontok szadma valoban 6, ahanyféle sorrendben a korok 3., 5. és 6. sorszamait az OX, OY, OZ tengelyi
korrendszerhez hozzarendelhetjiik:

(3,5,6), (3,6,5), (5 3,6), (5 6,3), (6,3, 5), (6, 5,3).

Tovabbi 3 esetben 3 vetiilet csak kozel halad egymashoz: két korrendszer 4. és a harmadik rendszer 6. kérének
vetiilete. Valoban cos4 - 12° = cos(30° + 18°), ehhez

1 2 -1
00318":\/#, sin18° = \/54 , igy

1
cos48°=§( 30—1—6\/_—\/54—1),

de a fentiekhez hasonlbéan az els6 két korbsl adodo négyzetosszeg négyzetgyoke

10+ 2v/5
VIR TE = V3cosds° £ sin - 127 = YOIV
(A két oldal eltérése 3 tizedesre kerekitve 0,005).
Ezek szerint a gombfeliilet 8 - 6 = 48 pontjan megy at 3 — 3 kor; méasrészt forditva mindegyik korrendszer elolrél
és hatulrol szamitott 3., 5. és 6. korén van, a tovabbi 8 korén nincs 3-as metszéspont, tehat a megrajzolt, de 3-as
metszéspontot nem tartalmazé korok szama, 24.

Megjegyzés. Tulajdonképpen elég lett volna vizsgalni az XY Z gomb-haromszog 1/6 részét, miutdn mindegyik
csticsaban megrajzoltuk a szogfelezd f6kort — amit pl. a Z csicsban az XOZ és YOZ sikok kouti szog felezGsikja metsz
ki —, és igy a gébmbhéaromszoget 6 egybeviagd gombharomszogre osztottuk. Valoban, véve egy olyan, O kézéppontia K
kockat, melynek élei pArhuzamosak X X'-vel, YY'-vel, Z Z'-vel, minden olyan szimmetriamiivelet, amely K-t nmagaba
viszi at, ugyanezt teszi 42 koriink egyiittesével. Marpedig a 4. abrabeli kockidn megjeldlt haromszoghdsl — ami a feliilet
1/48 része — szimmetridkkal az egész kockafeliilet megkaphato.




