I. megoldas. Abrazoljuk el6szor (1) els6 tagjat. Az % fliggvény képe az x fliggvény képébdl x tengely menti
3-szoros nyujtéssal all els, hiszen amely értéket az utébbi az a helyen felvesz, azt az elébbi a 3a helyen veszi fel.
Ugyanilyen nyujtassal all els E} képe [z] ismert képébol: lépcsSinek hossza 3-szor akkora, mint a magassédguk; méas

szoval: a fliggvény a 3-mal oszthato egész helyeken ugrik 1-et folfelé (1; abra).
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1. dbra

A 3-mal val6 szorzas a fiiggvény képében 3-szoros nyujtast jelent az y tengely irdanyaban, igy 3 E} képe az [x]
képébsl mindkeét iranyu, vagyis origd centrumi 3-szoros nagyitassal all el§. Ennélfogva ugyanez a transzformacio allitja
el6 az v — 3 [g} fliggvény képét az x — [z] fliggvény (az un. tortrész-fliggvény, flirész-fliggvény) ismert képébdl, hiszen
az x fiiggvényt a kézéppontos nagyitas 6nmagaba viszi at (1o abra). Ez a fliggvény periodikus, periédusa 3.

Végiil ebbdl {:c -3 E} } ugyancsak 3 periodusu fliggvény (13 abra); mondhatjuk: az [z] : 3 osztds maradékat adja
meg (az egész szadmok osztasanal szokasos értelemben), igy = novekedésével egész szamra ralépve két egymés utani
esetben 1-et —1-et ng, a kovetkezs ilyen esetben, 3-mal oszthat6 egész értékre ralépve, 2-t csokken.

Ugyanezek allnak (1) mésodik tagjara, igy a bal oldal x és y szerint egyarant periodikus, periodusa 3, tovabba
értéke az egész abszcisszaju és ordinataju racsegyenesekkel egységnégyzetekre felosztott sik minden kis négyzetében
allando, éspedig annyi, mint bal als6 csiucsaban. A (0;0), (3;0), (3;3) és (0;3) cstucsokkal meghatarozott négyzet 9
egységnégyzetében felvett értékeket a 2. abra tiinteti fel, ezek alapjan a kovetelménynek megfelel pontok halmazat az
el6irt a értékekre a 31, 3o abrak vazoljdk vonalkizéassal. A jelolt egységnégyzetekhez alsd és bal oldaluk hozzaértendd,
ezeknek jobb, ill. fels6 végpontja nélkiil.
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2. dbra

3. dbra

II. megoldas. Az egész-rész-fliggvényt meghatarozo (2) egyenl6tlenségrendszerben x helyére x/3-at irva és 3-mal
SZOrozva 2 x x
3{§}gx<3{§}+3, azaz ogx—3[§}<3,



s igy (1) bal oldalanak mindegyik tagja csak a 0, 1, 2 értékeket veheti fel. a = 3 mellett tehat csak tgy teljesiilhet az
egyenlet, ha a bal oldal egyik tagja 1, a mésik 2; a = 2 esetében pedig gy, hogy vagy mind a két tag 1, vagy az egyik
0, a masik 2.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen z értékekre teljestil

ahol b =0, 1 vagy 2. Ez, ismét (2) szerint azt jelenti, hogy
z
bgz—3[§] <b+1,

tehat a z szdm 3k + r alaki, ahol k egész és b < b+ 1.
Ezek szerint (1) a = 3 mellett azokra a pontokra teljesiil, amelyeknek koordinatai x = 3m 4w, y = 3n 4 v alakdak,
ahol m, n egész és
1<u<?2 és 2<v<3, vagy 2<u<3 é 1Zv<2

a = 2 esetén pedig az ugyanilyen alakt koordinatakkal jellemzett pontokra, ahol azonban most
0<u<l é 2<v<3d vagy 1<u,v<2 vagy 2<u<3d é 0<v<l.

Ezeket a pontokat a 31, 32 abrak bevonalkizott négyzetei abrazoljak, nem szamitva hozzajuk felsé és jobb oldali
hatarukat.



