I. megoldas. Legyen egy, az elGirasoknak megfelels gila ABCD ugy, hogy az ABC alaplapon BC = CA = 1,
AB = ¢, és ezekhez igazodva az oldalélek DA = 1, DB = DC = ¢ (az 1. abréan tavlati rajzban, a 2. abran két
vetiiletben tgy, hogy a II. képsik meréleges AC-re; D'-t az ACD, BCD lapok leforgatott ACD*, BC (D) helyzetébol
szerkesztettiik: D*D’ | A'C" és (D)D" 1. B'C").

Az 1. abran jol latjuk, hogy az egyenls hosszu élek harmasaval egymas utan csatlakoznak és nyitott torott vonalat
alkotnak, az egységnyiek BC AD-t, a ¢ hossztusagiak ABDC-t. Mind a négy lapharomszog egyenld szara és paronként
egybevagok, ADC-ben és C BA-ban a szarak hossza 1, az alapé ¢, ezért ¢ < 2, BD A-ban és DBC-ben a két szar ¢, az
alap 1, ezért ¢ > —1/2 (a lapok leirdsadban a testre kiviilrgl ranézve pozitiv koriiljaras szerint haladtunk).

Csak azokat a guldkat tekintjiik, amelyekben ¢ < 1, mert minden ilyet 1/¢ = d-szeresére nagyitva (d > 1) ismét
a vizsgalt osztalyba tartozé gulat kapunk, 3 — 3 db egységnyi, ill. d hosszisagu éllel, és 6 élének kolcsonos helyzete is
az elGiras szerinti. Valoban, a nagyitas kdzéppontjanak B-t véve BA; = BDy = 1, BCy = d, rendre D1, Ay, B, Cy



felel meg A, B, C, D-nek (tiikorkép!), és a fenti két jellemzs torott vonal A3 BD1Ch-ben (1-élek), ill. D1 A;CyB-ben
(d-élek) adodik. Eszerint ¢ keresett alsé korlatjanak reciproka megadja d felss korlatjat.

Forgassuk bele az ACD héaromszoget AC oldala koriil az ABC haromszog sikjaba dgy, hogy D aj helyzetében
AC-nek ugyanazon az oldalan legyen, mint B, és jeloljiik ezt az 0j helyzetet D*-gal. Az ACD*, AC B héaromszogek
egybevagok, mert megfelel6 oldalaik egyenlék (AD*-nak BC felel meg). Mivel AC oldaluk ko6zos, e két haromszog
szimmetrikusan helyezkedik el az AC oldal f felez6 merdlegesére nézve, és BD* || AC. Forgatas kdzben a D pont az
AC-re merdleges sikban mozog, igy DD* mer6leges az AC-vel parhuzamos BD*-ra, vagyis a BD*D héaromszégben
D*-nél derékszog van, ezért ¢ = BD > BD™.

Helyezziink az AC szakaszra egy AEyCDyBy szabalyos 6tszoget — melynek tehat AC' atloja — agy, hogy By az
AC egyenesnek ugyanazon az oldalan legyen, mint B. A B, By pontok a C koriili, egységnyi sugari k kéron vannak,
pontosabban annak kisebbik AF' ivén, ahol F' a k és f metszéspontja. Megmutatjuk, hogy B a BgF iven van.

Lattuk, hogy B-nek f-t6l mért tavolsaga, a BD™ szakasz fele kisebb, mint az A-t6l mért tavolsaganak a fele. By-
nak f-t6l mért tavolsaga viszont éppen feleakkora, mint az A-t6l mért tavolsaga, és a k kor ByA ivének pontjai f-t6l
tavolabb vannak, mint By, A-hoz viszont By-nél kozelebb vannak. B tehat nem lehet a By A iven. Emiatt AB > ABj,
vagyis

c > cop,
ahol ¢y az egységnyi atloju szabalyos 6tszog oldala.

co értéke a kovetkezd modon hatarozhato meg. Legyen a CBy, ADy atlok metszéspontja G (3. abra, B mellé 0
index teendd).

Az ACBy, BoG A haromszogek hasonlésidga alapjan GBy : BgA = BoA : AC, azaz

(I—¢p):co=c¢p:1,
0(2)—1—00—1:0,
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(hiszen az egyenlet masik gyoke negativ).
Ezek szerint a ¢ < 1 esetben a vizsgalt gula létezésének sziikséges feltétele
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(1) 1>ec>¢ = (=0,618).

Megmutatjuk, hogy ez a feltétel elégséges is. Ha ugyanis c egy tetszleges valos szam, amelyre (1) teljesiil, legyen
az ABC haromszogben AC = CB =1, AB = ¢ (¢ > 1/2 miatt (1)-b6l kovetkezik, hogy ilyen haromszog létezik),
és legyen D* a B tiikorképe az AC szakasz [ felez6 mer6Glegesére nézve. Tiikrozziik D*-ot az AC egyenesre, kapjuk
D**-ot. Az AD**C héaromszog is egyenls szara (AC = AD** = 1), ezért CD** felez§ merdlegese atmegy A-n. Ennek
a felez6 merdlegesnek B ugyanazon az oldalan van, mint C, tehat BC < BD**, és mivel BC > ¢, azért BD** > c.
Ha tehat a D* pontot AC koriil a D** helyzetbe forgatjuk at, a B-t6l mért tavolsaga valamelyik kdzbiils6 helyzetben
c-vel lesz egyenls. Jeloljiik ezt a kozbiils6 helyzetet D-vel, ekkor ABC'D a kivant tulajdonsagi tetraéder, hiszen
AC=BC=AD =1,és AB=BD =DC =c.

A 2. bekezdés végén mondottak alapjan a kérdéses gula létezésének sziikséges és elégséges feltétele most mér:
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II. megoldas. A fenti jeloléseket hasznalva tovabbra is a ¢ < 1 esetet tekintjiik. Legyen a szarral szemben fekvs
sz0Og az egységnyi szaru lapharomszogben e, a ¢ szariban v, igy ¢ < 1 alapjan € > 60°, v < 60° és 180° — 2y > 60°,
igy D-ben a harom él kozti szogek legkisebbike a BD A< (4. és 1. 4bra).



4. dbra

Felhasznaljuk, hogy triéder két oldaldnak (mas szoval élszogének) dsszege nagyobb a harmadikndl. Eszerint a D
cstcsu triéderben fennall

BDA<x + CDA< > BDC«,
v +e > 180° — 2+,
g > 180° — 3~ = 0°,

és mivel a cosinusfiiggvény a (0, 90°) intervallumban monoton csokken:

cos £ < cos(180° — 37) = — cos 3y = 3cos ¥ — 4cos® 7,
c 3 1
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a tényezok ellentett elGjeltiek, és ¢® < 1 alapjan az els6 negativ, tehat a masodik pozitiv, és ebbél

6—2\/5_<\/5—1>2 C>\/5—1

Innen ¢ > 0 alapjan
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Tovabb az I. megoldas szerint haladhatunk.

Megjegyzés. A felhasznalt segédtétel bizonyitasaban elég a legnagyobb oldalrél belatni, hogy kisebb a mésik ketts
Osszegénél.

4y L - M,
4%
5. dbra

Legyen KOM< > LOM< (5. abra), vagjuk fel az OL élt és forgassuk ra az LOM lapot OM koéril KOM-re,
legyen L 4j helyzete (a KOM sgégtartoményban, vagy az OK félegyenesen) L. Messe egy, az Li-en dtmend egyenes
OM-et M;-ben, OK-t K;-ben. Igy

KiL+ LM, > K1 M, LKy > KiM, — LM, = KL,
hiszen Ly M, = LM;. Mivel végiil az OK; L és OK; L, haromszogek O-bél indulé oldalai paronként egyenlék, azért
KiOL< > K10Li<= KOM< — LOM«,

ami egyértelmd allitasunkkal.
(Ha Ly az OK; élre esik, allitasunk nyilvanvalo.)



