I. megoldas. Az ABC héaromszogrol feltessziik, hogy CA # CB, hiszen a CA = CB eset gyorsan attekinthetd és
érdektelen eredményt nyujt: a metszéspontot C,-szel jeldlve (hiszen maga C' a kiindulési helyzetbeli metszéspont), ez
nyilvanvaléan mindig a haromszog szimmetriatengelyén van; és a tengely minden C, pontja hozzatartozik a mértani
helyhez, mert a C, AC és C,BC szdg egymés képe a tengelyre, igy nagysaguk egyenls és forgasi irdnyuk ellentétes.
Csak az AB alap felez6pontja nem tartozik hozza a mértani helyhez, mert amikor a forgas kozben AC az AB-re jut,
ugyanakkor BC' a BA-ra, igy minden pontjuk k6zos, nincs egyértelmt metszéspont.

Legyen az AC egyenes forgasi irdnya az, amelyben az AC félegyenest m-nél kisebb elfordulés viszi at AB-be (1.

abra).
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1. dbra

Amely pillanatban mindkét egyenes megtett elfordulésa az ACB szog felének potszoge, akkor mindketté merdéle-
gesen all ennek a szognek a felezjére (és CA # C'B miatt azt kiilonb6z6 pontokban metszik), tehat parhuzamosak,
metszéspont nem jon létre. Nincs metszéspont a tovabbi 90°-o0s elfordulas helyzetében sem.

Vezessiink be koordinata-rendszert, valasszuk ennek y tengelyét az AC' B sz0g bels6 szogfelezGjével parhuzamosnak,
origoja legyen az AB oldal felezGpontja, és legyenek A koordinatéi (d, e), igy B koordinatai (—d, —e), ahol d # 0,

kiilonben a szogfelezd nem valaszthatné szét A-t és B-t, tovabba e # 0, mert haromszogiink nem egyenls szar.
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Az indulési helyzetben AC' iranyszoge i (az abszcisszatengelyhez viszonyitva), BC-é ?, igy a szogsebesség

kozos abszolat értékét egységnyinek véve, ¢ id6 mulva az irdnyszogek

™+
2

T,
a = — es =
¥ B ®b

+t,

vagyis a mozgas barmely pillanataban ¢, + ¢, = 7. Ezért iranytangenseikre m, +my = 0, a p, = pp = 7/2 érték
kivételével. A kivett esetet mar elintéztiik, ugyszintén a ¢, = 0 esetet is. Minden mas esetben a két egyenes egyenlete

y—e=mg(x —d),

illetGleg
y+e=mp(x+d) =—mg(z+d),

igy C, metszéspontjuk koordinatai m,-val kifejezve
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Yo = —Mmad mivel mar m, # 0).

Innen az m, paraméter kikiiszobolésével a két koordinata Gsszefiiggése

(1) Yo = de (#£0).

Ez hiperbola egyenlete, melynek kézéppontja AB felezGpontja, aszimptotai parhuzamosak a C-nél levs belss és kiils6
sz0g felezs egyeneseivel.

Maga az A és B pont is rajta van a hiperbolan, hiszen koordinataik kielégitik (1)-et, masrészt a mértani helyhez
is hozzatartoznak, hiszen egy helyzetben AC &tmegy B-n, és egy mésikban BC' atmegy A-n.

A hiperbola minden, az A-t6l és B-t6l kiilonb6z6 C, pontja is hozzétartozik a mértani helyhez, ugyanis a C, A
egyenes iranytangense

de

——c
Ye—€ 1, - €
Te—d xo—d T

(z # 0, mert a hiperbolanak nincs pontja az y-tengelyen és C,, # A miatt z.—d # 0), ill. hasonléan a C, B irdnytangense
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Osszeglik 0, ezért a két egyenes irdnyszoge m-re egésziti ki egymast, tehat ez a helyzet a forgas kézben elGall.



Ezek szerint a mértani hely (CA # CB esetén) a mondott hiperbola.

Megjegyzések. 1. Elemi tton is megkaphatd, hogy — felvéve az AB oldal O felezépontjan at az f-fel parhuzamos
f! és a 14 merdleges f” egyenest — Cp-nek ezektSl mért tavolsagai forditva ardnyosak egymaéssal, ez pedig hiperbolét
jelent (2. abra, csak a /2 potszogeénél kisebb elfordulasi szogekre szoritkozva).
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2. dbra

Messe f'-t AC, az A, BC, a B, pontban, és legyen A, B, C, vetiilete f-en rendre Ay, By, Q.. Ekkor nyilvanvaléan
AAg = BBy, AoA.= BoB;, A.B,=A¢By, Q:B,=0By, DByB,=0Q.,

és a Cy B,Q, és BB, By haromszogek hasonlésagabol
Q.C. Q.C, BoB  ByB

QzBm OBO B BOBar: B OQm,
1
Q. = (BBy-OBp) - ——
Q2 = (BB - OBy) 00,

ahol a zéarojelbeli szorzat allandé.
2. Ugyancsak elemi a kovetkezs bizonyitas is (de ebben sem tekintiink nagyobb elforduldsokat, sem a szakaszok
elgjelét). Messe az ABC}), haromszog AC,-szel parhuzamos OD kozépvonala az AC, B szog felezGjét R-ben (3. adbra).
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3. dbra

Ekkor DR = DC, = DB, igy Thalész tétele alapjan RB L C,R.

Messe tovabbé BC,, az O-n &t RC,, szel és RB-vel parhuzamosan hiizott egyeneseket C; ben, ill. By-ben, és legyen
C, vetiilete ezeken Cs, C5, a B-é pedig B, Bs. Ekkor D a BiCi-et is felezi, igy B1B = C1C,, ezért a B1BO és
C1C, O haromszogek teriilete egyenls, ugyanez all a By BBs és C,C;Cy haromszogekre is, hiszen egybevagok, tehat
ezeket elvéve OB3 B és OC,Cs haromszogek teriilete egyenls és ennélfogva az O Bs BBy, OC5C, Cy téglalapok teriilete
is egyenls: OCs5 - OCy =allando.

Lényegében azt a tulajdonsagat hasznaltuk itt fel a hiperboldnak, hogy bdrmely szeldjének felezdpontjdra nézve az
aszimptotdkkal vald metszéspontok (ugyancsak) egymds tikérképei.

3. Megoldhato a feladat projektiv geometriai ismeretek folhasznalasaval is, lasd az ezen szdmunk 97. oldalan
olvashato cikket.



