Az

(1) a+b+c=k,
(2) 0<a<b<ec,
illetGleg

(3) 0<alb<Zc

feltételeket teljesité egész szamok egy haromszog oldalai, ha legnagyobbikuk kisebb, mint a maésik kett§ Gsszege:
4) c<a-+b (azaz ¢ — b < a),

ugyanis a haromszog-egyenl6tlenségek tovabbi alakjai (2), ill. (3) miatt teljesiilnek.
L. A (2) feltétel esetében (4) alapjan
aZc—b+122,

hiszen
(2a) c—b=1.

Marmost a = 2 csak ¢ — b = 1 esetén lehetséges, amikor ¢ + b és vele a keriilet (¢ + b) + 2 mértékszama is paratlan.
Ekkor, k =2m + 1 jeldlésselac —b =1, c+ b=k —a = 2m — 1 rendszerbdl egyértelmtien

(5) a=2, b=m—1, c=m,
és ez megfelel, hacsak b > a, m — 1 > 2, m > 3, azaz k = 9 esetén. Eszerint
min = 2, ha k=9, 11, 13, ...
Paros k esetén viszont a és (¢ + b), tehéat a és (¢ — b) is egyez6 parossagu, igy (2a) miatt
az(c—b)+223,
és mihelyt k = 2m = 12, az el6bbihoz hasonléan ad6do
(6) a =3, b=m—2, c=m-—1,
oldalh&rmas meg is felel, tehat
Gmin = 3, ha k =12, 14, 16, ...

Az (5), (6) oldalharmasokban egyszersmind ¢ legnagyobb értékét is megkaptuk, hiszen (4) miatt ¢ < k/2, és a
k/2-nél kisebb egész szdmok koziil valoban k = 2m + 1 esetén m a legnagyobb, k = 2m esetén pedig m — 1.
Az x szamban foglalt legnagyobb egész szam [z] jelének felhasznéalasaval ciax kapott kétféle kifejezése kozos alakban

adhat6 meg:

k

k k-1
= ill. 5~ 1, mindenképpen cpax = [—] )

1
2 2’ 2
Megkaptuk tovabba (5)-ben és (6)-ban a byax értéket is, mert benniik a-ra a lehetd legkisebb részt hasznaltuk fel
k-bol, igy a lehets legnagyobb rész maradt (b + ¢)-re és ezen beliil b a legkisebb hidnnyal marad alatta c-nek:
k— 3}

bmax: max_1: -
¢ [ .

s (1)

hiszen itt a ( ) értéke paros k esetén 0, paratlan k esetén 1.

Hasonléan ugyanazon oldalhdrmasban 1ép fel ayax €S cmin. Ugyanis a-ra. gy jut legnagyobb rész k-bol, ha b és ¢
a megengedhets legkisebb tobblettel muljak felil a-t; masrészt ¢ akkora legkisebb, ha b és a csak a legkisebb hiannyal
maradnak alatta. (2) miatt

amin-nak hasonld, egységes kifejezése

b>a+1, cZ2b+12a+2, illetsleg
bzec—1, a<b—-1=Zc¢—-2, igy
k=3a+3, illetsleg k < 3c— 3,
k-3 k+3

(7) a < %, illetsleg cZ 5

oo [E=3] . _[k+3, 2] _[k+5
max — 3 bl min — 3 3_ 3 b)



ugyanis (7) jobb oldala k = 3r, 3r + 1, 3r + 2 esetén rendre r + 1, r + 4/3, r + 5/3, az ezeknél nem kisebb egészek
legkisebbike rendre r+1, r+2, r4 2, legnagyobb névekedésként 2/3 mutatkozik a k = 3r+ 1 esetben, ennyivel noveltiik
a [ ]-be irandé szamot.

A k : 3 osztas 3-féle lehetséges maradéka szerint a megfelels oldalharmas

k = 3r, k=3r+1, k=3r+2
esetén rendre a kovetkezs:
r—1, r, r+1; r—1, r, r+2, r—1, r+1, r+2,
hacsak
r> 2, r >3, > 2.
k=9, 12, 15, ... k=13, 16, ... k=11, 14, ...

Veégiil bin gy adodik, ha egyrészt a + b a legkisebb — vagyis ¢ a legnagyobb —, masrészt az (a + b)min értéken beliil
a a legnagyobb, a™ értékét veszi fel. Mint lattuk, k parossaga szerint cmax 1-gyel vagy 2-vel marad alatta az (@ + b)min
értéknek, ugyanigy a* is 1-gyel vagy 2-vel kisebb, mint buyi, az (@ + b)min érték parossaga szerint, vagyis

(8) Cmax 2 (CL + b)min - 2; a* Z bmin - 27 igy
k= ((1, + b)min + Cmax 2 2(CL + b)min -2= 2(CL* + bmin) -2 2 4bmin - 6;
k+6 k+6
bmin =" 7 > bmin = |7 |-
5 =y
A k : 4 osztéas 4-féle maradéka szerint a megfelel§ oldalharmas:
k = 4s esetén: s, s+1, 2s — 1, hacsak 5> 2, k=12,
k = 4s+ 1 esetén: S, s+ 1, 2s, hacsak s> 1, k=09,
k = 4s 4+ 2 esetén: S, s+ 2, 2s, hacsak s> 2, k> 14,
k = 4s + 3 esetén: s, s+ 2, 25+ 1, hacsak s> 1, k= 11.
Osszefoglalva, a (2) feltétel esetén
k [k — 3]
k-2 ]Lal|—
k+6 [k — 3]
—— | SbS |——|,p hak=9, k=11
4 2
@ <c< E
3 |~ = 2 |’

k=29, 11, 12 és 14 esetén egyetlen megoldas van, ezekben az egyes oldalak legkisebb és legnagyobb értéke egyenlének
adodik.

II. Lényegében ugyanigy kapjuk a keresett értékeket a (3) feltétel esetében is. (2a) helyére
(3a) c—b20

lép, igy (4)-b6l a 2 1. Az amin = 1 érték a k = 2m 4 1(2 3) esetben adodik ismét a bpax = cmax = m értékekkel egy
haromszogben, k = 2m(2 6) esetén pedig amin = 2, bmax = Cmax = M — 1; koz0s kifejezéssel

Amin = 2— (k_ 2 [g:|) 3 Cmax = bmax = |:E:| .

2

Tovabba (3) miatt



végiil mivel (8) masodik egyenlGtlensége helyére a® = byin — 1 1ép, hiszen by, — a* értéke 0 vagy 1, azért a fentihez

hasonléan

k2 2a" + 2bmin — 2 2 4bmin

bmin = M
4

A talalt értékek valoségos fellépését bizonyité oldalhdrmasok:

k|l2m+1 2m 3r 3r+1 3r+2 | 4s 4s +1
a |l 2 r r T s S
bl m m—11|r T r+1 s+1 s+1
c|m m—11|r r+1 r+1 2s—1 2s
k=3 k26 | k=23 k=27 k=25 | k=28 k=5
Osszefoglalva, a (3) feltétel esetén
k k|
2—k—-2|=])Zas |-
2 3
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) bmin =

— 4,
k+4
1 .

4s+2 4s+3
s+1 s+1
s+1 s+1
2s 2s+1
kz6 k=3
ha k=3, k=5.



