I. megoldas. a) Jeloljiik P tiikorképét a haromszog A-nal, B-nél, C-nél levs szogének felezGjére sorra Pi-gyel,
Ps-vel, Ps-mal. A kivint APy, BP,, CP5 tiikorképeket két-két, az A, B, ill. C' pont koriili elforditassal allitjuk eld.
Pozitivnak azt a forgasi iranyt vessziik, amely az AB félegyenest 180°-nal kisebb elforduléassal viszi 4t AC-be.

Legyen BAC< = « és BAP< = 9 (1. abra). Ekkor AP-t a BAC szog felez§jébe a/2 — 1 nagysagu elfordulas
viszi at, az el6irt APy helyzetbe pedig 2-szer ekkora elfordulas: a — 29. AP-nek els6 lépésiil —29-val valo elforditasa
az AB-n valo tiikrozését jelenti az AP, helyzetbe, ahol P, a P tiikkbrképe AB-re, masodik lépésiil ezt a-val forditjuk
el. — Ugyanezt a véghelyzetet kapjuk, ha AB-t AC-vel felcserélve, AP-t AC-re tiikrozziik az AP, helyzetbe, ami
2(a—1)-val tortend elforditas, majd a képet —a-val forditjuk el. Ezek szerint az AP, félegyenes felezi a P. AP, szége,
pontosabban az AP.-bsl AP,-be vivé elfordulast. Es mivel AP, = AP = AP,, ezt is mondhatjuk: AP, a P.P, szakasz
felez6 merdlegese.

Ugyanigy, P tiikorképét BC-re P,-val jelolve BPy a P, P, szakasz felez$ merdlegese, C' Py pedig a P, P, szakaszé,
vagyis a vizsgéland6 AP, BP,, C'P; egyenesek a P, P, P. hdromszog oldalfelez6 merd&legesei, tehat ennek a haromszog-
nek K kozéppontjadban metszik egymést — hacsak a mondott haromszog nem fajult el egyenesszakassza. Ezt kellett
bizonyitanunk; tehat az allitasbeli P’ pont K.

b) P-ként az ABC haromszdg M magassagpontjat valasztva P’-ként — a fenti K helyén — az ABC haromszog koré
irt k kor O kozéppontjat kapjuk, hiszen ekkor — mint jol ismert — a P,, Py, P. tiikkorképek k-n ad6dnak. Minthogy
pedig egy tiikorkép egyenesnek ugyanazon tengelyre vett tiikorképe az eredeti egyenes, O-t véve P-ként, P'-ként M-et
kapjuk, vagyis a haromszog ezen két nevezetes pontjat a feladatban vizsgalt eljaras egymasba viszi at.

P-ként az S stlypontot valasztva, megmutatjuk a tétel szerint kapott P’ = S’ pont kovetkezd tulajdonsagat: S az
a pontja a haromszog sikjanak, amelynek az egymas utani oldalaktél mért tavolsédgai ardnyosak a megfelels oldalak
hosszaval. Ehhez belatjuk, hogy az S pont BAC< szogfelezGjére vett S tiikorképének az AB, AC oldalaktél mért
de, dp tavolsdgaira fenndll d. : d, = ¢ : b, és természetesen ugyanez az ardnya az AS; egyenes minden S* pontja
tavolsagainak a mondott oldalaktol. Ebbsl mar kovetkezik, hogy ASi-nek az analog BSs-vel valé S’ metszéspontjara
d.:dy=c:bésd,:d.=a:c,tehat d,:dy:d.=a:b:c.

A sulypont ismert harmadolo tulajdonsaga miatt S-nek az AB, AC oldaltol mért tavolsaga az my., ill. m;, magassag
1/3 részével egyenls (2. abra), igy S1 re nézve d. = my/3, dy = m./3, és mivel még my, = 2 t/b, m. =2 t/c, ahol t a
haromszog teriilete, d. : dp = 2t/3b: 2t/3c=c: b
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Megjegyzés. Ha ismerjiik a kivetkezo tételt, akkor megadhatjuk, mely P pontok esetén jon létre P'. Egy P pontnak
az ABC (nem elfajult) haromszog oldalegyenesein levs Qq, Qp, Q. vetiiletei akkor és csak akkor vannak egy egyenesen,
ha P a haromszog koré irt k kor keriiletén van (az egyenes a haromszoghtz és a P ponthoz tartozo Simson-féle — mas
névvel Wallace-féle — egyenesﬂ. Marmost P,, Py, P, a Qq4, Qp, Q. ponthdrmas 2-szeresre nagyitott képe P-b6l mint
kozéppontbol, tehat a P, P, P, haromszog akkor és csak akkor fajul el egyenessé — és igy P’ nem jon létre —, ha P a
k-n van (3. abra).

LAz 1. abran az AP, egyenesdarab potlando.
2A feltétel elegends volta bizonyitasat specialis esetre lasd pl. Faragd Ldszlo-Forgé Péterné: Geometriai szerkesztések, 2. kiadas (Ko-
zépiskolai Szakkori Fiizetek), Tankdnyvkiadd, Budapest, 1954, 103. o.



3. dbra

II. megoldas. Messe a BC, CA, AB oldalt a PA, PB, PC egyenes rendre az Ay, By, C1 pontban (4. abra), a
szoban forgo tiikorképiik pedig rendre az As, B, Co pontban.

4. dbra

Egyeltre feltessziik, hogy mindegyik metszéspont létrejott. Ekkor Ceva tételd?| szerint fennall

(1) AC, - BA; -CB;
ChB-AC-B A

:]_7

és azt kell bebizonyitanunk, hogy teljesiil a kovetkezd is:

@ ACy-BA-CBy _
CoB-A;C-BA

Legyen az ABC haromszog koriiljarasa pozitiv (vagyis pl. AB-t AC-be, 180°-nél kisebb szoggel, pozitiv forgas viszi
at), és a BAP, CBP, ACP forgéasszog meértékszama rendre aq, f1, 71, ekkor szerkesztésnél fogva ugyanennyi (esetleg
180°-kal t6bb vagy kevesebb) a BAA;, CBB;, ACC) szdg mértékszama, tgyszintén az As AC, BaBA, C2CB szig
mértékszama is. Az AA; B és AA;C haromszogekbdl a sinustétel alapjan

BA;  BAsina;  ACsin(a —ay) BAsin oy
AC sin(B+a1) " sin(B4+a1)  ACsin(a —ay)’
hasonldéan a BB1C, BB A, valamint CCy A, CC1 B haromszogpéarokbol
3) CBy  CBsinf AC;  ACsiny
BiA  BAsin(B — 1)’ CiB  CBsin(y—m)’

és ezekkel az (1) feltevés igy alakul

@) sin ay sin By siny; 1

sin(or — o) sin(B — 1) sin(y — 71)

3Lasd az 1437. feladathoz flizott megjegyzést, K. M. L. 33 (1966) 207. o., legutobb felhasznalva az 1119. gyakorlatban, K. M. L. 36
(1968) 158. o. (1) megforditva is érvényes: ha (1) teljesiil, akkor AA;, BB1, CC1 egy ponton mennek &t.



Masrészt az AA;B, AAC, valamint BBoC, BB A és CCy A, CCo B haromszogparokbol
BA;  BAsin(a — )

CB, CBsin(f — f1)
AsC ACsinm BoA BAsin 34
ACy  ACsin(y — 1)
CoB  C(CBsiny

ezek szorzata pedig (4) figyelembevételével (2)-t adja, amit bizonyitani akartunk.

Ha a PA, PB, PC egyenesek, ill. szoban forgo tiikkorképiik koziil egy vagy tobb parhuzamos a haromszog megfelels

oldalaval, specialis esetek adodnak, ezekben a bizonyitas egyszertibben alakul. Példaként csak a PA||BC' esetet vessziik
(PB, PC ne legyen parhuzamos oldallal, és As, Ba, Cs is jojjenek létre, 5. abra).

5. dbra

Ekkor A, B, C, P egy trapéz csucsai, és hasonlé haromszogekbdl

ACy AP CB;

AP BC
CiB ~ BC’

BiA AP’

tehat szorzatuk 1. Mésrészt, ha P az AB egyenesnek ugyanazon az oldalan van, mint C, akkor oy = 180° — 3, igy a
(3) jobb oldalain all6 kifejezések szorzatat megszorozva

BAsinp
AC sin~y
-val, aminek értéke 1, és igy is irhato:

BAsin(180° —3)  BAsinag
ACsin(a + 3 —180°)  ACsin(a — ay)’

ismét megkapjuk (4)-et.



