I. megoldas a) Azt kell belatnunk, hogy ha ¢ és d természetes szamok, akkor
(1) cle+1)=d(d+2)

nem teljesiilhet. Valoban, ha d > ¢(> 0), akkor d + 2 > ¢+ 1, tehét a jobb oldalon nagyobb szam all, mint balrol. Ha
pedig (0 <)d < ¢, akkor d+ 2 < ¢+ 1, és a jobb oldalon kisebb szam all, tehat semmiképpen nem &ll fenn egyenlGség.
b) Annak belatasat, hogy az

(2) m*+(m+1D*=n2+ (n+1)°

egyenlGség nem teljesiilhet, ha m, n természetes szamok, visszavezetjiik az a) allitasra. Kifejtéssel, majd 1-et mindkét
oldalon elhagyva, 2-vel osztva, végiil mindkét oldalt szorzattéa alakitva (2) igy alakul:

m4+2m3+3m2+2m:n2+n,

(m? +m)(m? + m +2) =n(n+ 1),
és itt m? + m természetes szam. Ez pedig (1) szerint lehetetlen.
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II. megoldas a) Elég azt belatnunk, hogy ha ¢ természetes szam, az
z(x+2)=clc+1), azaz (z+1)P2=c+c+1

egyenlet pozitiv gyoke:
r=—-1++vVc+c+1,

nem egész szam. Valoban, a gyok alatti D egész szamra fenndll a kovetkezs kettGs egyenlGtlenség:
PF<D<P+2c+1=(c+1)? vagyis
c<VD<c+1,

és itt ¢, c + 1 szomszédos természetes szamok, ezért v D nem természetes szam, tehat az 1-gyel kisebb x sem egész.
b) Ha m természetes szam, az

22+ (x4+1)°=m'+ (m+1)*", mésképpen
2
1
2+ = <x+§> 1 =m*+2m® +3m? +2m

egyenlet pozitiv gyoke:

1
:1025(—1+\/4m4+8m3+12m2+8m+1>,

és ez nem egész szam, mert nem raciondlis szam. Valéban, a diszkriminans egész szam, de nem teljes négyzet, hiszen
kozéje esik a 2m? + 2m + 1 és 2m? + 2m + 2 szomszédos természetes szamok négyzetének, ami

am* +8m> +8m? +4m +1, ill.
4m* + 8m> + 12m? + 8m + 4.

Ezzel az allitasokat bebizonyitottuk.
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