I. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha egy haromszdg egyik szoge kétszer akkora, mint egy masik szoge, akkor a
kétszer akkora szoggel szemben fekvs oldal mértani kdzéparanyos a mésik emlitett szoggel szemben fekvd oldal és a
tovabbi két oldal Gsszege kozott. A szokésos jelolésekkel: ha v = 2a, akkor

(1) 2 =a(a+b).

Legyen az ABC haromszog C-bdl induld szogfelezGje C' D, ekkor az AC'D haromszog egyenls szard, és D-nél levs
kiils6 szoge CDB<t = 2a = ACB< (1. 4bra).

1. dbra

Igy két-két szogiik megegyezése alapjan ACB és C DB hasonlé haromszogek:
CB:AB=DB:(CB.

Itt a szogfelezd osztasaranya alapjan
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amibdl allitasunk kovetkezik.
Esetiinkben ¢ > a miatt csak ¢ = a + 1 vagy ¢ = a + 2 lehet. Az els6 esetben (1) alapjan
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és ez csak a = 1 esetén egész. Ekkor azonban ¢ = 2 és b = 3, e hdrom szdm nem teljesiti a hdromszog egyenlGtlenséget.
¢ =a+ 2 esetén b a nagysagra nézve kozépsé oldal, b = a + 1, és igy (1)-bdl

(a+2°=aa+1), a*—3a—4=(a+1)(a—4)=0.

Ennek pozitiv gyoke a = 4, és a feladat egyetlen megoldasa: a =4, b =5, ¢ = 6.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

II. megoldas. Legyen tovabbra is v = 2a. A ¢, a oldalparra a sinustételt, majd az a oldalra a cosinustételt

alkalmazva,
¢ siny  sin2a b2 +c% —a?
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alkalmas rendezéssel
(b—a)c? = a(d® — a®) = a(b—a)(b+ a),

amibdl ismét (1)-re jutunk, hiszen a vizsgalando6 haromszogek nem egyenls szaruak, egyszertsithetiink b—a-val. Tovabb
pedig az I. megoldas szerint haladhatunk.

Megjegyzések. 1. Lathato, hogy az I. megoldés elemi meggondolasaval egyszertibben kaptuk (1)-et, mint a trigono-
metriai tételek alkalmazasaval.

2. Konnyd belatni, hogy (1) megforditasa is helyes: ha (1) fennall, akkor fennall v = 2« is; mas sz6val a harom-
szogben a ¢® = a(a +b) és a v = 2a Osszefiigges fennallasa egymassal ekvivalens allitasok.

Mérjiik ra& BC-nek C-n tali meghosszabbitasara a CD = CA szakaszt, ekkor (1) miatt az ACD egyenld szaru
haromszog koré irt kor érinti az AB egyenest A-ban (2. abra).
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2. dbra

Ezért CAB< = CDA<, mint a révidebb AC iven nyugvoé keriileti szogek. Parhuzamost huzva C-n 4t D A-val az
AB-vel valé E metszéspontig,
BCE<« = BDA<x =CAD< = ACEQq,

tehat BOA< =2 CDA< =2 - CAB<, amint allitottuk.
Hasonléan trigonometriai szamitassal is kdnnyen bizonyithat6é az allitas megforditasa.



