I. megoldas. Jeloljiik a keresett Otszognek az adott A, C, D, pontokon atmend oldalegyeneseit, ill. a B ponton
atmend atlojanak egyenesét rendre a, ¢, d, ill. b bettivel. A b, ¢, d egyenesek egyenld szara haromszoget hatdroznak meg,
melynek b-n van az alapja, és az ezen fekvs szogei 36°-osak; az a egyenes pedig parhuzamos b-vel. Elegendé ezt a négy
egyenest meghataroznunk, hiszen a keresett 6tszoget egyértelmtien meghatarozzak: a b, ¢, d egyenesek metszéspontjai
az Otszog 3 csucsat adjak, az ezeken atmend kor pedig az a egyenesbdl kimetszi a hatra levs két csicsot.

Legyen a ¢, d egyenesek metszéspontja P. Elegend6 ezt meghataroznunk, hiszen PC, PD megadja a ¢, d egyenest,
az altaluk meghatarozott szogek kozil a kisebbiket felezd egyenes megadja a és b allasat, tehét e szogfelezével A-n,
B-n at huzott parhuzamos adja az a, ill. b egyenest.

1. dbra

Huazzunk parhuzamost P-n 4t b-vel, jeloljiik a kapott egyenest e-vel, az adott szelGvel alkotott metszéspontjat E-vel.
A d egyenesnek e és b kozti szakasza egyenls az 0tszog p oldalaval, a b és a egyenesek kozti szakasza pedig egyenld az
Otszog p-vel parhuzamosan halado ¢ atlojaval. A parhuzamos szelGk tétele alapjan

(1) AB:BE =¢ :p.

A ¢ : p ardny tetszGleges szabdlyos 6tszogben meghatarozhato, az AB szakaszhoz tehdt megszerkeszthetjik a BE
szakaszt, az AD egyenesen igy kijelolhetjiik az E pontot.

P-bél a CD szakasz 108°-0s vagy 72°-0s szog alatt latszik. A megfelels négy latokoriv alkalmas parokba kapcsolva
két, a C'D egyenesre nézve szimmetrikusan elhelyezkedd kort alkot. Elegendé koziiliik az egyiket felvenniink, ugyanis
a belgle szarmaztatott megoldast az AD egyenesre tiikkrozve a masikbol levezethet6 megoldast kapjuk. Legyen ez a
kor k. Mivel e a ¢, d egyenesek altal meghatarozott szogek koziil a kisebbiket felezi, egyszersmind k-nak a C'D hirhoz
tartozo ivei koziil a révidebbet is felezi.

Adataink alapjan a k kor és az ennek révidebb CD ivét felezd F' pont meghatarozhato, és ekkor az EF egyenes
kimetszi k-bol a keresett P pontot. Ezek szerint a szerkesztés a kovetkezs.

Tetszoleges ko korbe (az ismert modon) szabalyos otszoget szerkesztiink, legyen ennek harom, egymas utani csicsa
Py, P, P3. P1-b6l Ps iranyaban felmérjiik a Py Q3 = AB szakaszt. (Q3-on at parhuzamost htzunk P, Ps-mal, ez a P| P>
egyenest (Qo-ben metszi. Ekkor a QQ2Q)3 szakaszt az AB szakasz B-n tili meghosszabbitasara felmérve kapjuk E-t.

Meérjiik fel Py-b6l Ps felée a PiR; = CD szakaszt és messiik az Rs-on atmend, P, Ps-mal parhuzamosan huzott
egyenessel P; Po-t Ro-ben. A CD szakasz folé a P; Ro R3 haromszoggel egybevagd haromszoget szerkesztiink, ennek
harmadik csucsa F(CF = DF). A CDF héaromszog koré irt k kort az E'F egyenes masodszor a P pontban metszi. P
ismeretében a keresett 6tszog a fent el6re leirt moédon hatarozhatd meg.

A szerkesztés mindig végrehajthat6. Megemlitjiik, hogy ha P a C ponttal azonosnak adédik, akkor a ¢ egyenest
nem hatérozzédk meg a P, C pontok, igy C-t a PD egyenesnek PF-re vonatkozo6 tiikorképeként kell elGallitanunk.
Ekkor az adott szels az 6tszog egyik oldalegyenese. (A szel6nek barmely a C' utdni D’ pontjabol kiindulva ugyanaz az
Otszog adodik.) Hasonlo a helyzet, ha P a D-vel adédik azonosnak.

Megmutatjuk, hogy a kapott 6tsz0g valoban szabalyos. Mivel F' felezi k-nak a ¢, d egyenesek kozti rovidebb
ivét, e felezi a ¢, d egyenesek altal meghatarozott kisebbik szoget. b-t e-vel parhuzamosnak szerkesztettiik, a b, ¢, d
egyenesek tehat egyenld szard H haromszoget hatdroznak meg, amelynek alapja b-n van és az alapjan levé szogek
36°-osak (egyenltk a ¢, d kozti kisebbik szog, a 72° felével). A H koré irhato korbe irt, P csucsa szabélyos 6tszog
P-vel szomszédos cstcsai tehat azonosak H megfelels csticsaival. Az 6tsz6g P-vel szemkozti a* oldalanak b-t6l mért
tavolsdga tgy aranylik b-nek P-t6l mért tavolsagahoz, mint az 6tszog atloja az oldaldhoz, tehat mint AB a BE
szakaszhoz. Eszerint (1) miatt az a® egyenes azonos a-val, a kapott 6tsz6g valéban szabalyos.

II. megoldas. A feladat megforditasaként elGszor egy alkalmas szabélyos 6tszogh6z olyan szel§ egyenest szerkesz-
tiink, melyen a megfelels oldal-, ill. tléegyenesek altal kimetszett, egymas utédni A’, B, C', D’ pontok kozti szakaszok



aranya megegyezik az adott s szelén levs szakaszok aranyaval:
AB :B'C':C'D =AB:BC:CD.

Azutan ezen 6tszdg és szelS egyiittes alakzatat ugy forditjuk el és nagyitjuk vagy kicsinyitjiik, hogy A’, B', C’, D’
megfelelGje rendre az adott A, B, C, ill. D pontba essék.

Olyan Q1Q2Q3Q41Qs = Q szabélyos 6tszogbdl indulunk ki, melyben a Q3Q4 oldal és a vele parhuzamos Q2Q)5 atlo
tavolsaga kisebb az AB szakasznal (2. dbra).

2. dbra

Legyen QQ3Q)4 tetszés szerinti pontja Ay, az Ag koriili, AB sugara koérnek Q2Qs5-6n levs pontja By, és az Ay By
féelegyenesen Cy, Dy az a pont, amelyre AgCy = AC, AyDy = AD. Huzzunk parhuzamost Q3Q4-gyel Cp-on és Dy-on
at, és messe ez a Q1Q), ill. Q1Q5 egyenest a C1, ill. D; pontban, végiil legyen a C Dy egyenesnek QQ3Q4-en levs pontja
Aq, Q2Q5-6n levs pontja By. Ekkor nyilvanvaldéan

AlBl : 3101 : ClDl = AOBQ : Boco : CODQ = AB : BC: CD,

tehat a keresett szel6 a C1 D1 = e egyenes.

Forditsuk el @ és e; alakzatat D; koriil ugy, hogy a Dy A; félegyenes a DA félegyenessel parhuzamos és egyiranya
D1 A!| helyzetbe jusson, és legyen ekkor C1, By, valamint @ 1j helyzete C1, B, ill. Q1Q5Q5Q4,Q% = Q', tovabba AA]
és DD, metszéspontja S. Igy a fentiek szerint BB} és CC] ugyancsak dtmennek S-en, tehat A, B, C, D rendre az A},
B, C}, Dy pont képe egy S kizéppont, alkalmas ardnyt hasonlésigi transzformécioban, ezért a keresett Py Po P3Py Ps
otszdg P3Py, PoPs, Py Py, Py Ps oldal-, ill. 4tloegyenese rendre az A-n, B-n, C-n, D-n at, rendre Q4Q)-vel, Q5Q%-vel,
Q1 Q4-vel, ill. Q) Q%-vel parhuzamosan hiizott egyenes lesz. Ezek alkalmas parjainak metszéspontja adja Pi-et, Ps-t,
Ps5-6t, végiil Ps-at, Py-et az A-n at Q5Q’-vel hizott parhuzamosbol Py Ps, ill. P P, felez6 merdlegese metszi ki.

A szerkesztés a fentiek szerint egyértelmten végrehajthato. Ha azonban C7 (vagy Di) éppen (Qq1-be esik, akkor
er-ként a Q1Q5 (ill. Q1Q2) oldalegyenes adodik, és Dy nem egyediili kozos pontja er-nek és Q1Qs-nek. Ez a kapcsolat
természetesen megmarad az elforditassal és nagyitassal kapott Py Py P3Py Ps 6tszog és az adott s kozott is.

A szerkesztés helyességének bizonyitasat az olvaséra hagyjuk.

Kovalszky Robert (Budapest, Landler J. Gimn.) dolgozatanak felhasznélasaval

Megjegyzés. A megoldas els6 részében lényegében az s szel$ és a Ps Py egyenes kozti szoget szerkesztettitk meg. Fzt
szamitassal késziti el§ a kovetkezd megoldas.

ITII. megoldas (vazlat). A fentebbi jeloléseket tovabb hasznalva s és a P3Py egyenes kouzti ¢ szoget szerkesztjik meg
arra a helyzetre, amikor C' a P; P» oldalszakaszra jut, D pedig a Py Ps oldal meghosszabbitasara (3. abra), szamitassal
el6készitvdl] C' 6s D ezen korlatozasa folytan B a P, Ps szakaszon van, és 36° < ¢ < 144°.

! Legtobb versenyzénk ezen az aton oldotta meg (vagy kozelitette meg) a feladatot, és ugyanez volt a helyzet annak idején a tanulmanyi
versenyen is.



3. dbra

Legyen BA = a, BC = ¢, BD = d, és messe P,P5-0t az A-n atmend, P, P;-gyel parhuzamos egyenes B’-ben.
P,CD< = ¢+ 36°, BDPs<t = ¢ — 36°, igy a szinusz tételt alkalmazva rendre a BAB', BCP,, BD Ps haromszogre:

_ BAsin ABB'< asing

AB = - = — )
sin 36° sin 36°
¢ sin(p + 36°) d sin(p — 36°)
pp=WTR ) pp CAMP D)
2 sin 36° ° sin 36°

Ezeket a P,B + BPs = P,P; = P, P, = AB’ egyenlSségbe helyettesitve és a kozos nevezdt elhagyva
¢ sin(¢ + 36°) + d sin(p — 36°) = a sin ¢,

(c+d)cos 36°—a (c+d)cos 36° —a
2 tg o = =
@) YT T ) sin 36° CD sin 36°

A sziikségessé valt 36°-os szoget egy elére megszerkesztett szabalyos 6tszog harom egymas utani G, H, J csticséval
meghatarozott egyenld szart haromszogbdl vesszik (4. abra).

4. dbra

Felmérjiik a HG szarra a HK = CD, valamint H-n tuli meghosszabbitasara a HL = 2BC szakaszt, igy KL =
KH+ HL = (d—¢) +2c = = d+ ¢. K-n 4t parhuzamost hizunk a GJ alappal, valamint merdlegest ré; legyen L
vetiilete az elébbin L', és H vetiilete az utobbin H'. Mérjiik fel végiil L'-t6] K iranyaban az L'M = AB szakaszt,
ekkor a KM H' szdg adja ¢-t, ill. kiegészits szogét, amennyiben M az L'K meghosszabbitasan adodott.

A ¢ szbdg ismeretében lényegében a II. megoldas befejezs része szerint kaphatjuk meg az 6tszoget.

Lényegében ugyanigy megy a szamitéas és a szerkesztés akkor is, ha C, D az 1. vagy a 2. abra szerint helyezkednek
el az F ponthoz viszonyitva.

Megjegyzések. 1. Szamitasunk kapcsolatba hozhat6 az I. megoldasban felhasznalt E ponttal. (2)-t alakitva

c+d

cotg ¢ = %360 - cotg 36°,



masrészt, mint ismeretes,

o V541 VE+1
cos 36° = és q:p= 01,
4 2
ezért (1) alapjan
© __924-L-9BE
cos 36° q ’
ennélfogva a szamlalé (BD — BE) 4+ (BC — BE) = ED — CE,
t, = M te 36°
cotg ¢ = —=7 cotg 36°.

Ezt pedig gy is megkapjuk, ha a szinusz tételt a PyC'D haromszdgre irjuk fel, alkalmazzuk a szogfelezs osztasardnyanak
tételét (hacsak ¢ # 36°):
sin(p +36°) P D ED

sin(p —36°)  P.C  CE’

mindkét oldalbdl 1-et kivonva, ill. mindkett6hoz 1-et hozzdadva

2 cos psin36° ED—-CE 2 sin ¢ cos 36° _ CD
sin(p —36°)  CE sin(p — 36°)  CE’

végiil ezek hanyadosa azonos (3)-mal.

2. Az F pontnak pl. C-vel val6 egybeesése most méar azt jelenti, hogy a : ¢ = AB: BC = AB: BE =q:p =
2 cos 36°, igy (2) szamlaloja (d — ¢) cos 36°, és ezért d értékétdl fiiggetleniil p = 36°.



