I. megoldas. m # 0 miatt v # 0, és igy mindig fennéll y # 0, masrészt u # 0. A kifejezések mindig értelmezve
vannak, mert kozos nevezdjiik nem kisebb, mint v?, ami pedig pozitiv. (1) alapjan
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Ezekre tamaszkodva konnyen megkapjuk x, y és m kivant alaka Osszefliggését. (4) alapjan
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Ez kor egyenlete, melynek K kozéppontja és r sugara:
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Kizartuk azonban az y = 0 értéket, amelyhez (5) alapjan = £1 tartozik, ennélfogva a kérdéses vonal a mondott kor,
az x tengelyen levé (1, 0) és (—1, 0) metszéspontok kihagyéasaval (a kornek az x tengely f6l6tti és alatti ive).

Megjegyzések. 1. Megkaphatjuk (5)-6t a kovetkez6 meggondolassal is. A kérdéses vonal minden pontjahoz tartozik
az u, v paramétereknek legaldbb egy, az elGirdsok szerinti értékparja, ill. a v = mu Osszefiiggésnek és m allando
voltanak figyelembevételével legaldbb egy u érték. Erre a pont mindkét koordinataja alapjan 2 — 2 érték jon szoba,
mert (1)-bél és (2)-bol u szerinti rendezéssel (ami a f6ltevések szerint ekvivalens atalakitas):

(6) (14+m?)(z+ )u? = 2zu+ (x —1) =0,
(7) (14 m*)yu? — 2(m +y)u+1y = 0.
Ez azt jelenti, hogy (6)-nak és (7)-nek van kozos gyoke.

Vérhaté, hogy ilyen esetben a két egyenlet egyiitthatéi kozott Osszefiiggés all fenn, hiszen tetszés szerinti egyiitt-
hatok esetén két masodfoki egyenlet 2 — 2 gydke kozott nem varhatok egyenlSk. Ezt az Osszefiiggést keressiik meg
az,

a1z’ +biz+c = 0,

a2z + baz+co =0
egyenlet-par esetére, majd alkalmazzuk feladatunkra. Legyen kozos gyokiik z;, ekkor fennall

(8) CL1212 +b121+ ¢ =0,
(9) G/QZ% + baz1 + co = 0.



El6szor 27, majd z; kikiiszobolésével (azaz (8)-at —az-vel, (9)-et aj-gyel, majd ba-vel, ill. —b;-gyel szorozva és Gsszeadva)

(a1ba — agb1)z1 + (a1c2 — azer) =0,
0.

(albg — CLle)Z% + (Cle — Cgbl) =

Méarmost az els6bél
2 2
(albg — agbl) 2’12 = (agcl — a1c2) 5

a méasodikat a1by — asbi-gyel szorozva és a kapott Osszefiiggést felhasznalva:
(10) (agcl — a162)2 + (albz — agbl)(clbg — Cgbl) = 0.

Ez a keresett 0sszefiiggés, kozos gyokkel bird két masodfoka egyenlet egyiitthatoi kdzott.
Esetiinkben (6) és (7) egyiitthatoival (10) alapjan:

A1 +m?) "2 + 401+ m?) ly+m(z+1)][m(z—1)—y] =0,

ami ismét (5)-re vezet.
2. Sejtést kaphatunk a kérdéses vonalra vonatkozdéan néhany pontjanak abrazolasaval is. Az 1. &bran m = 2 esetére
az u = +0,1, +0,2, +£0,4, +0,6, +0,8, +1, +2 értékekkel kapott pontok kort rajzolnak ki.
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II. megoldas. Az el6z6 megoldés (3) és (2) formuldjaban a jobb oldalak szamlaloi a nevez6kben szerepls négyzetek
alapjai. Igy a két kifejezés négyzetét 0sszeadva egyszertsiteni lehet:

4
z+1) 2 +yP=——— va
(z+1)"+y 0o o gy

(@ +1)* + 4] [(1 —w)® + 7] = 4.

Ennek geometriai értelmet adhatunk, ha u-t, v-t is koordinatdknak fogjuk fel. A két tényezs még szimmetrikusabba
valik, ha a & = —u, n = v koordinatakkal meghatarozott R pontot tekintjiik. Ehhez az
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Osszefliggeés egy P (z, y) pontot rendel, az Ry (—1, 0) pont kivételével, amire az (17), (2*) formuladknak nincs értelme.
Font nyert 6sszefiiggésiink pedig az
[(@+1)2+ 92 [(€+1)* +7n°] =4

alakot nyeri, amibdl pontjaink tavolsagara az

(11) RoP - RoR =2



Osszefiiggeés kovetkezik. A (3) és (2%) Osszefliggéseket
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alakban ifrhatjuk, vagyis x + 1, y, a £ + 1-bdl, ill. n-bo6l ugyanazzal a pozitiv tényezével vald szorzas utjan keletkezik,
tehdt P és R egy az Ry-bol indulé félegyenesen van. Ezzel leirtuk geometriailag azt a transzforméciot, amely az
(17), (2*) képleteknek megfelelgen rendeli minden az Ro-t6l kiilonbozé R(&,7n) ponthoz a P (x,y) pontot. Ennél
a transzformacional specialisan azok az R pontok énmaguknak felelnek meg, amelyekre RyR = V/2, vagyis az Ry
kdzépponta, r = V2 sugart k kor pontjai és méas pont nem.

Ha a feladat feltételei teljesiilnek, és u # 0, akkor /€ = —v/u = —m # 0 is allando, tehat az ilyen pontok egy-egy,
az origon atmend és az x, y tengelyektol kiilonboz6 egyenesen vannak. Igy a feladatot geometriailag a kovetkezéve
alakitottuk at: A leirt transzformécié mibe visz at egy a k kort két pontban metsz6, annak Ry kdzéppontjan nem
atmend, tetszbleges e egyenest?

Legyenek e és k metszéspontjai A és B, R legyen az e tetsz6leges, az A, B pontoktol kiilonb6z6 pontja, és P az
Ry R félegyenes azon pontja, amelyre (11) teljesiil (2. abra).
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2. dbra

Feltehetjiik, hogy R a BA félegyenesen van. Az RgBR és RyPB haromszogek Ro-nal levg szoge kozos és e szog
szarain levé oldalakra (11) alapjan
RQB : R()R = R()P : RQB,

e két haromszog tehat hasonlo, igy
RyBR< = RyPB<«.

Az ABRy haromszog egyenls szart, tehat RoBR< = RyAB<, igy az RgB szakasz az A és P pontokbol egyenld
szOg alatt latszik, P tehat rajta van az ABRy haromszog koré irhaté ki koron. Megforditva: a ki kor tetszGleges,
Ry-t0l kiilonb6z6 P pontjahoz van olyan R pontja e-nek, melyet transzformacionk éppen P-be visz. Valoban, messe
az RoP egyenes e-t R-ben. R-hez az el6bbiek szerint a transzforméci6 a ki kor és az RoR egyenes Ry-tol kiilonb6z6
metszéspontjat, vagyis P-t rendeli hozza.

Visszatérve a koordinata-rendszerbe, az origon atmend, —m meredekségi egyenesek képe a fentiek alapjan egy k1
kor lesz, mely atmegy az Ro ponton és az origod képén, az Ri(+1, 0) ponton. Mivel az RgR; szakasz felez§ merdlegese,
az y tengely, ki-nek atmérGje, azért ki kozéppontja is az y tengelyen van. Mint 1attuk, k;-nek az eredeti e egyenesre

1
mer6leges, Ryp-on a&tmend egyenes is atmérGje, a kdzéppont tehat az Ryp-on atmend, <—|— —) meredekségi egyenesnek
m

1
az y tengellyel alkotott metszéspontja, azaz a <O, —) koordinataju pont; igy k; sugara
m

és egyenlete:



Eleve nem tartozik k-hoz a kivételes Ry pont, és mivel a v/u = m # 0 feltétellel az origot is kizartuk, ennek képe,
az Ry pont sem tartozik az (1), (2) egyenletekkel leirt gorbéhez. A fentiekbd! viszont kovetkezik, hogy k1 minden mas
pontja az (1)—(2) gorbéhez tartozik.

(Tusnddy Gdabor)



