I. megoldas. Az S-en &t berajzolt harom szakasz végpontjai harmadoljak az oldalakat. Jeloljik a 6 harmadol6
pontot egyforman D-vel és indexbe irva az illeté oldal végpontjainak betijelét, éspedig eldl a harmadolé ponthoz
kozelebbi végpont jelét, tehét pl. BDBC = DBCDCB = DCBC = CL/3 (].. abra).

Tovabba mindegyik berajzolt szakasz hossza 2/3 része a vele parhuzamos oldalnak, és S felezi a szakaszt; az egy
csticsbol induld két oldal harmadolé pontjait 6sszek6ts szakaszok ugyancsak parhuzamosak a szemben levs oldallal és
hosszuk annak 1/3 része: pl. SDpa = SDca = DapDac = a/3.

Eszerint A; és Ay a DpaDca szakasz folotti szabalyos haromszogek csicsai, az A’A” szakasz az A;As-nek,
DapDac pedig a DpaDca-nak felére kicsinyitett képe A-bol mint centrumbol, igy A'DapDac és A"DapDac
is szabalyos haromszogek, oldaluk hossza a/3, és ugyanigy B'DpcDpa és B"DpcDpa b/3 oldali szabalyos harom-
szogek.

Megmutatjuk, hogy az A’'DapS és SDpaB’ haromszogek egybevagok és egyméasba egy alkalmas elforditassal
atvihetSk. Bizonyitasunkat az dbra pozitiv koriiljarasa ABC haromszogébdl létrejott alakzatra végezziik. Valoban,

! !
\DABA \ = \DABDAC\ = \DBAS\ =a/3, \DABS\ - \DBADBC\ - \DBAB

=b/3

és
A/DABS<I = SDBAB/Q,

mert a DapA’ irdnyt a Dap D ac-vel egyirdnyt DpaS iranyba ugyanugy (—60°)-os elfordités viszi at, mint a DapS és
DpaDpc irdnyokat a D4 B’-be. Ezért A'S = SB’, a mondott elforditds Fap kozéppontja pedig a DapDpa szakasz
folé a C-t nem tartalmazoé partjan szerkesztett szabalyos haromszog Gj cstucsa, mert az elforditas kézéppontja rajta van
egyrészt a DapDpa szakasz felez6 merdlegesén, masrészt azon a latdszogkoriven, melynek P pontjaira a DapPDpa
forgasszog nagysaga (—60°). Igy A'FapS és SFapB’ szabalyos haromszogek, tehat A'SB’'< = 120°.

Bizonyitasunkban minden egyes A, B, C betd (indexbeli is) helyére rendre B, C, A bettt és D, S, F helyére
onmagat irva B'S = SC’ adodik, ezt a fentivel egybevetve A’, B’, C’ valoban egyenld tévolsagra vannak S-tél,
tovabba B'SC’'< = 120°, tehat H' szabdlyos hdromszig.

Ugyanigy az A" D apS és SDpaB" egymaésba fordithatok, mert az A” D ap és SDpa oldalak (+60°)-os elforditassal,
ill. parhuzamos eltolassal a DD ac szakaszon egymassal fedésbe jutnak, ugyantgy DapS és DpaB” a DpaDpc
szakaszon — eltolassal, ill. (+60°)-os forgassal —, igy a 2-2 oldalszakaszbol allo6 A" D4pS torétt vonal valamilyen
kozéppont koriili 60°-os elforduléssal atjut az SDpaB” torott vonalba, tehat SA” zaré oldala B” S-be jut, igy pedig e
szakaszok egyenl6k. Az elfordulas kozéppontja a fentihez hasonloé megokolassal a D 4p-t Dpa-ba vivs (+60°)-os forgas
kozéppontja, vagyis a DapDp 4 szakasz f6lé a C-t tartalmazé oldalan szerkesztett szabalyos haromszog 0j, Fp4 cstcsa.
Ebbdl a fentiekhez hasonléan A”SB”< = 120°, tovabba a fentihez hasonlé megismétléssel S az A”B"C" szabdlyos
hdromszdég kozéppontja.
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II. megoldas a feladat dllito részére. Helyezziik koordinata-rendszeriink origojat S-be, x tengelyének irdnya legyen
a BC irany, a BC oldal hossza a, felez6pontjanak abszcisszaja p, ordinatajanak abszolit értéke igy az m, magassag
1/3 része, legyen az elGjele negativ: Ag(p, —mq/3).
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2. abra

Ekkor a sulypont harmadolo tulajdonsaga folytan A(—2p,2m,/3), a szerkesztett szabélyos haromszogek kozos
alapjanak végpontjai az x tengelyen (—a/3,0), (a/3,0) és a tovabbi pontok (2. abra):

A1(0,a/V3), A2(0,-a/V3); A'(—pma/3+a/2V3), A'(—p,ma/3—a/2V3),

végiil az utobbi kettének S-t6l valo tavolsaga:

2 o ma  a®  amg 72 o My  d® amg
SA” =p +T+E+3\/§, SA™ =p +T+E—3\/§.

Megmutatjuk, hogy e két kifejezés a haromszog oldalainak szimmetrikus fiiggvénye, egyforma modon fiigg az a,
b, ¢ oldalhosszak mindegyikétsl. Ebbol mar kovetkezik, hogy a szamitast B'-re és C'-re, ill. B”-re és C"-re ismételve
az eredmény ugyanaz, a feladat allitasa helyes. (A szamitas természetesen nem lenne ilyen egyszert, a tengelyek mas
allasa folytan.)

A kifejezések utolsd, megkiilonboztetd tagjaban a szamlalo a teriilet 2-szerese, allitasunk erre a tagra nyilvanvalo.

Az els6 két tag Osszege az Ay és az origd kozti tavolsag négyzetét adja, vagyis az AAg = s, stlyvonal négyzetének
1/9 részét. Amde ismert képlet szerintl]
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ezzel kifejezéseink kozos els6 harom tagja allitasunk szerint alakul:
a?  a?+ b+
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Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk, sét valamivel tobbet végeztiink, megadtuk a H’, H” haromszog koré
irhat6 kor sugarat az eredeti haromszog oldalainak fliggvényében.
Nyilvanvaléan minden haromszdgben SA? > 0, masrészt SA”? > 0, meg lehet ugyanis mutatnifd hogy a kozos

nevezdre hozott alak szamlaloja
a2+b2+02—4\/§t20,

és egyenl@ség csak szabélyos haromszog esetében teljesiil (amikor A” nyilvanvaléan S-ben adodik).

1Pl. az ABA*C paralelogrammaban:
AA*2 4 BC? = AB? + BA*2 + A*C? + CA?, 452 = 2b% 4 2¢2 — a®.

2A III. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia feladata, Veszprém, 1961, lasd K. M. L. 1128. feladat, 24. kitet, 208. o. (1962. majus ho).
— Rokonsagban van a feladattal az 1527. feladat is, K. M. L. 36 (1968) 99. o.



