
n-nek legkisebb, szóba jöv® értékére, n = 2-re K értéke (33 − 9)/(33 − 27) = 4, így azt kell bizonyítanunk, hogy

minden pozitív egész n(> 1) esetén 4−K, azaz

3(15 + 25 + . . .+ n5) + (13 + 23 + . . .+ n3)− 4(1 + 2 + . . .+ n)3

(15 + 25 + . . .+ n5)− (1 + 2 + . . .+ n)
3

értéke 0, és természetesen hogy a nevez® 0-tól különböz® (n = 1 esetén a nevez® 0, K nins értelmezve). Minden n > 0
esetén, mint ismeretes

1

1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
, és

13 + 23 + . . .+ n3 =

[

n(n+ 1)

2

]2

,(1)

így az állítás egyenérték¶ azzal, hogy n > 1-re

15 + 25 + . . .+ n5 =
1

3

[

−(13 + 23 + . . .+ n3) + 4(1 + 2 + . . .+ n)3
]

=(2)

n2(n+ 1)
2

12

[

2n(n+ 1)− 1
]

.

Ezt fogjuk bizonyítani a teljes indukió módszerével.

n = 2-re (2) helyességét már láttuk. (Egyébként (2) az n = 1 esetre is helyes.) Feltesszük; hogy (2) helyes valamely

k természetes szám esetében:

(2

′
) 15 + 25 + . . .+ k5 =

k2(k + 1)
2

12

[

2k(k + 1)− 1
]

,

és bebizonyítjuk, hogy helyes az 1-gyel nagyobb számra is:

(2

′′
) 15 + 25 + . . .+ k5 + (k + 1)

5
=

(k + 1)2(k + 2)2

12

[

2(k + 1)(k + 2)− 1
]

.

Valóban, (2′′) és (2′) jobb oldalának különbsége

(k + 1)
2

12

[

2(k + 1)(k + 2)
3
− (k + 2)

2
− 2k3(k + 1) + k2

]

,

itt a szögletes zárójelbeli kifejezés egyszer¶ alakítással

2(k + 1)
[

(k + 2)
3
− k3

]

−

[

(k + 2)
2
− k2

]

=

4(k + 1)
[

3k2 + 6k + 4− 1
]

= 12(k + 1)
3
,

így a jobb oldalak különbsége (k+1)5, egyenl® a bal oldalak különbségével. Eszerint (2′) érvényessége örökl®dik (2′′)-re,
tehát (2) helyes.

Most már K nevez®je (2) és (1) alapján

(15 + 25 + . . .+ n5)− (1 + 2 + . . .+ n)
3
=

n2(n+ 1)
2

24

[

4n2 + 4n− 2− 3n(n+ 1)
]

=

(n− 1) · n2
· (n+ 1)

2
· (n+ 2)

24
,

és ez n > 1 esetén sohasem 0. Ezzel az állítást bebizonyítottuk.

Megjegyzés. Várható volt, hogy K nevez®jének els® tagja is n-nek polinomja � amint ezt a második tagról tudjuk

�, így a nevez® is az, ennélfogva legföljebb annyi n értékre veszi fel a 0 értéket, amennyi a fokszáma. Erre támaszkodva

végeztük el®bb (2) bizonyítását, és sak ez után azt, mely n értékek esetén válik 0-vá a nevez®.
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