I. A (3) kifejezés mindkét oldalanak minden egyes tagja (1) szerint 4 tagu kifejezés. (1)-nek mindegyik tagjaban
csak egyféle koordinata 1ép fel, csak x, vagy csak y, vagy csak z, vagy csak u, éspedig 2., 3., 4. tagja agy all el az el6tte
allobol, hogy abban a széban forgd pontok 1., 2., ill. 3. koordindtajat rendre az illetd pont 2., 3., 4. koordinatajaval
helyettesitjiik. Mivel még S barmelyik koordinatajanak képezésében is csak az ugyanannyiadik koordinatéit hasznéljuk
fel P1, P5, Ps, Py-nek, éspedig (2) alapjan, az el6bb leirt helyettesitésekkel, azért (3) két oldala olyan 4-4 kifejezés
Osszegére bonthato, hogy az els6kben csak x betiik 1épnek fel, és a 2., 3., 4. kifejezések tgy allnak el6 az 1-gyel kisebb
sorszamuakbol, hogy benniik (az indexek megtartasaval) minden egyes x, y, z betd helyére y-t, z-t, végiil u-t irunk.

Ezek alapjan (3) bizonyitasa végett elég megmutatni, hogy a jobb és bal oldal z-es tagjaibol alakulo két kifejezés
azonos, ebbdl mar kovetkezik a két oldali y-os, z-s, ill. u-s kifejezések azonossaga is, tehat (3) helyes volta. Tovabb
(3)-nak csak az z-es tagjait tekintjiik.

Az azonositast konnyen attekinthetGvé tehetjiik x5 szerinti rendezéssel, hiszen igy a két kifejezés, a koordinata-
kiilonbségek négyzetének kifejtése utan, zs-nek masodfoku polinomja.

x? egyiitthat6ja a bal oldali (z5 — 25)?-ben 1, jobbrol pedig 1/4-4 = 1, hiszen 5-s index csak az 1/4 egyiitthatoja
zérojelben 1ép fel, és azon beliil mind a négy (x5 — x;)° kifejezésbsl — ahol i = 1, 2, 3, 4 — az els6 tag x2, egyiitthatoja
1, Osszegiik 4.

Ugyanigy latjuk, hogy x5 els6 hatvanyanak egyiitthatoja a bal oldalon —2xg, a jobb oldalon

(_2)($1 + 29 +2x3 + :E4),

FNgr.

ezek pedig (2) szerint azonosak.
Az x5-6t nem tartalmazo tag (3) bal oldalan, (2) felhasznalasaval,

1
(4) 2§ = o (@1 + oy s+ 20)” =
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= E (IE1 + x5 + 23 + {E4) + E (fElIQ + Z123 + X124 + T2x3 + ToTy + :E3I4).

A jobb oldalon, az 1/4 egyiitthatoju zarojelben az x5-6t nem tartalmazé tagok mind négyzetek: =7, ahol i = 1, 2, 3,
4. Az ilyen tagok szdma a —1/16 egyiitthatoju zardjelben 6 - 2 = 12, éspedig mindegyik index 3-szor lép fel, a tobbi 3
indexszel parositva, igy =7 egyiitthatoja a jobb oldalon

egyenld a (4) jobb oldalan 4ll6 elsé egytitthatoval.

Végiil a —1/16 egylitthatoju zardjel 6 vegyes indexd, kéttényezds —2x;x; alakd szorzatot tartalmaz az 1, 2, 3, 4
indexek minden parositasaval, és ezek Gsszege azonos (4) jobb oldalanak masodik tagjaval.

Ezzel a (3) két oldalan allo, csak x-eket tartalmazéd kifejezések minden tagjat figyelembe vettiik, az azonossag
fennall, igy a fentiek szerint a bizonyitast befejeztiik.

IT. Az 1121. gyakorlatbalﬂ feladatunk allitasanak a 3-dimenzios (vagyis a megszokott térbeli) megfelelGjét bizo-
nyitottuk, és ehhez a II. megoldasban felhasznaltuk az a, b, ¢ oldalakkal bir6 ABC haromszoég C' csicsabol kiinduld
s = C'F stlyvonalara vonatkozo

2 207 +20% -2

Se 1 , azaz CF? = % (CA%* +COB?) — iAB2

Osszefiiggést, ami pedig feladatunk allitasanak a 2-dimenziés térbeli, vagyis a megszokott sikbeli megfelelGje. Valoban,
a sikon, a 2-dimenzids térben egy pont meghatarozasara 2 koordinéta elegendd, és a Py (z1,y1) és Pa (x2,y2) pontok
tavolsagara

PP} = (22— 21)° + (12 — 11)°,

felez6pontjuk — a két pontbol allo6 pontrendszer silypontja — koordinatai pedig

2 o ST T

X1+ T2 Y1+ Y2
Trs = Y

Ugyanezek a 3 koordinataval leirt (3-dimenzios) térben

PP} = (z9 —21)° 4 (Y2 —11)” + (22 — 21)%,

LAz ABCD haromoldala gula (tetraéder) ABC lapjanak stlypontja S. Bizonyitsuk be, hogy a gula D-bdl kiinduldé DS sulyvonala az
élek felhasznalasaval az alabbi képlettel fejezhets ki:

1 1
DS2? = g(DA2 + DB? 4+ DC?) — §(AB2 + BC? + CA?).



ami egy alkalmas téglatest testatloja hosszaként kdnnyen belathato, a Py P> Ps hdromszog S sulypontjara pedig

r1 + X2 + T3 Y1+ Y2+ ys 21+ 22 + 23
B e e e e

Itt az elsd kettSt ismerjiik a sikbeli koordindta-geometriabdl, érvényességiik belathaté abbol, hogy egy haromszog

stlypontjanak vetiilete azonos vetiiletének sulypontjaval, hiszen szakasz felez6pontjanak (stlypontjanak) vetiilete felezi

a szakasz vetiiletét, és ugyanez all a szakasz barmilyen m : n ardnyd osztépontjara, esetiinkben a silyvonalakat 2 : 1

ardnyban oszt6 pontra.

A (3) jobb oldalan &allo 1/4, —1/16 egyiitthatok helyére a 3 dimenzios térben 1/3 és —1/9 lépett, 2 dimenziéban
pedig 1/2 és —1/4, vagyis n = 4, 3, 2 esetében egyforman 1/n, ill. —1/n?.
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