I. megoldas. A definicié b) része méas szavakkal azt jelenti, hogy a H halmazhoz tartoz6 minden X, Y pontpérral
egyiitt az XY szakasz X fel6li els6 negyedel6 pontja is H-hoz tartozik, és X és Y szerepét megcserélve ugyantugy
adodik, hogy az Y fel6li negyedel6 pont is H-hoz tartozik.

Elég azt belatni, hogy ha H-nak ugy képezziik pontjait, hogy egy-egy lépésben az el6z6 1épésben 1étrejott minden
szakasznak vessziik az els6 és harmadik negyedel pontjat, akkor az n-edik lépés utan létrejovs szakaszok hossza nem
nagyobb, mint AB/2". Val6ban, ha ez igy van, és kijeloliink az AB intervallumon egy d hossztsagu P(Q szakaszt, akkor
csak gy kell valasztanunk n-et, hogy AB/2" < d legyen. Igy az n-edik lépés utan keletkezd mindegyik intervallum
rovidebb lesz d-nél, tehat egyik sem tartalmazhatja PQ-t, tehat H-nak az elsé n lépésben létrejott pontjai koziil jut
PQ belsejébe is.

A kimondott allitas viszont nyilvanvalo, hiszen az els6 lépésben két AB/4 hosszisagu és egy AB/2 hosszisagu
szakasz keletkezik, és minden tovabbi lépésben is minden szakaszt a két széls6 negyedére és kozépen egy fele akkora
szakaszra vagunk. Igy minden lépésben a felléps legnagyobb szakasz az el6z6 1épés utani legnagyobb szakasz fele lesz,
az n-edik 1épés utén tehat AB-nek a 2"-ed része.

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A leirt eljarast vég nélkiil folytatva sem bizonyos, hogy H minden pontjat megkapjuk, hiszen nem
vessziik minden két H-beli pont kozti szakasz negyedelS pontjait, csak az olyanokéit, amelyek végpontjai az eljaras
valamelyik lépése utan szomszédosak.
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II. megoldas. Tegyiik fel, hogy van olyan az AB szakaszon fekv§ P(Q szakasz, mely H egyetlen pontjat sem
tartalmazza. Legyen O a P(Q szakasz felezépontja. Mérjiik fel az AB szakasz egyenesén az O pontbdl mindkét iranyban
a d = PQ/4 szakaszt annyiszor, amig az A, B pontokat at nem lépjiik. Jeloljiikk a kapott végpontokat rendre Pi, Pa,
oy Ppnell il Q1, Qo, ..., Qum-mel (P = Po, Q = Q2), vagyis n, ill. m az els6 természetes szam, amelyre nd > OA,
ill. md > OB teljesiil. Nevezziik az i < n természetes szdmot jonak, illetve rossznak aszerint, hogy a P; 1, P; szakasz
tartalmazza-e H valamely pontjat, vagy sem. Ekkor az 1 rossz szédm, az (n — 1) pedig jo szam. Legyen k a legkisebb
jO szam. Hasonlé modon legyen [ az a legkisebb természetes szam, amelyre a Q41 szakasz tartalmazza H valamely
pontjat.

Igy a PpQ; szakaszon nincs H-nak pontja, de a Py 1Py, és Q;Qi41 szakaszon van, legyen ezekben egy-egy a H-
hoz tartozoé pont X, ill. Y. Ekkor az értelmezés b) része szerint az XY szakasz azon Z pountja is H-hoz tartozik,
melyre ZY = 3XZ, azaz XZ = XY/4. Az XY szakasz tartalmazza a P,Q; szakaszt, ez pedig a PQ szakaszt,
tehat XZ = XY/4 > PQ/4 = d, és ZY = 3XZ > 3d. Emiatt Z a P,Q; szakaszon van, ami ellentmond e szakasz
megvalasztasanak.

Feltevésiink tehat nem volt helyes, nem lehet, hogy legyen olyan PQ szakasz, amelyen ne volna H-nak pontja.
Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Volt, aki ugy gondolt indirekt bizonyitast adni, hogy ha PQ-ra nem esnék pontja H-nak, akkor veszi
H-nak AP-ben levs, P-hez legkozelebbi és () B-ben Q-hoz legkozelebbi pontjat. Ilyen pontok azonban nem feltétleniil
léteznek. Eldfordulhat, hogy az A és P kozti C, valamint P kozt nincs H-nak pontja, C' sem tartozik H-ba, de minden
nagyobb C’ P szakaszban mar van pontja H-nak; pl. az A-t6l (1—1/4™)AC téavolsagra es6 pontok minden n természetes
szamra H-hoz tartoznak.



