I. megoldas. a) A CDM = H; haromszog beirt korének O; kozéppontja rajta van Hy és az ABCD = T trapéz
kozos fi szimmetriatengelyén. fi atmegy a T koré irhatd k kor O kozéppontjan is, tovabbé az A pontot nem tartalmazo
CD ivet annak F} felez6pontjaban metszi (1. abra).

1. dbra

Az ACD = H; egyenl§ szaru haromszog szimmetrikus k-nak D-bdl kiindulo fo dtmérGjére, igy fo dtmegy a Ho-be
beirt kor O, kézéppontjan is.

f1 és f2 szimmetrikusak a rovidebb DFy iv F felez6pontjan atmend f atmérdre, hiszen f felezi az altaluk bezart
szoget. Az F1C ivet f-re tiikkrozve a DG ivet kapjuk, ahol a B-t nem tartalmazo DG és DA ivek egyiranyuak, és
DG egyenls a DA ivvel egyenls CD iv felével, G tehét felezi a DA ivet. Emiatt CG felezi a Hy és Hy héromszogek
C csucsndl levs kozos szogét, és igy atmegy az Op, O9 pontokon. Az f-re tiikrozve tehat az f1 és CG egyenesek
O; metszéspontja atmegy az fo és CG egyenesek Os metszéspontjaba. EbbSl — mivel f dtmegy O-n — kiovetkezik a
bizonyitandé OO; = OO, egyenlGség.

b) Legyen 010 =z, OA = r, BAD< = a, és a C'D oldal felez6pontja K. Ekkor DOK< = DOC</2 = DOB</4 =
a/2, masrészt, mivel F1CD< = DCG< = F1C01</2, ezért K az O1F; = r — x szakaszt is felezi; ennélfogva a DOK
derékszogli haromszogbdl
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(1) x=r(2cos%—1).

(Tusnddy Gdabor)

Megjegyzés. Nem kellett felhasznalnunk, hogy AB > C'D, ezért bizonyitasunk AB és C'D barmilyen nagysagviszonya
esetén érvényes. Ugyanigy x kifejezése is, mert COD< = AOD< = BOC<K = «, igy a C-t tartalmazé AOB szog
mértékszama 3o < 360°, ezért /2 < 60°, tehat (1)-ben r szorzdja pozitiv.

II. megoldas. a) Tovabb is a fenti jeloléseket hasznéljuk, és O;-et tgy tekintjiik, mint a Hi-beli C és D szogek
felezGinek metszéspontjat, Os-t pedig mint a Ho-beli C' és A szogek felezGinek metszéspontjat. Eszerint DO atmegy
az A-t nem tartalmazo BC iv L felez6pontjan, AOs pedig Fi-en (2. abra).




2. dbra

A foltevések szerint a C-t tartalmazo AB ivet a G, D, Fy, C, L pontok egyenls részekre osztjak, emiatt az
AGDF,, GDF,C, DF,CL négyszogek egybevagé hurtrapézok, kovetkezésképpen GD|AF,, DF,||GC, F,C|DL. Igy
a DGOy Fy és DF1COq négyszogek egybevago rombuszok, megfelel§ atloik egyenlék: DOs = F;0;. Mindegyik atlo
meghosszabbitasa dtmegy O-n, mert pl. a DOs egyenes a GFj hur felez6 merGlegese, ezért a DO, F; O sugarak tovabbi
szakaszaira O30 = 0,0, amit bizonyitanunk kellett.

b) A fentiek szerint az O104 szakasz N felez6pontja egyszersmind CG-t is felezi, igy az OOoN és OGN derékszogi
haromszogekbdl

ON rcos GON < cos 3o /4 5
= = = = =r(4 4—-3)=1r(2 2—1).
z=0:0 cos O20N<  cos O,0ON<« " cos /4 r(4cos”a/ ) =r(2cosaf )

(Felhasznaltuk a barmely 5 szogre fennallo
cos 33 = cos 2B cos B — sin 283 sin f = 4 cos® B — 3cos 3,2 cos? B = 1 + cos 23 azonossagokat, tovabba hogy /4 < 30°,
igy cosa/4 #0.)



