I megoldas. I. Legyen a K kocka egy lapja ABCD, r& meréleges élei rendre AE, BF, CG, DH; parhuzamos
vetiiletben mind a 6 lap képe paralelogramma, mert parhuzamos egyenesek vetiiletei is parhuzamosak. Legyenek az
adott pontok az AB, CG, EH paronként kitérg élek vetiiletén rendre L, M, N; nem okoz félreértést, ha rendre
ugyanigy jeloljiik a térben az élek megfelel6 pontjait is; legyen végiil az utébbiak altal meghatarozott sik S.

1. dbra

a) Amennyiben L, M, N egyike sem csticsa K-nak, S a K-nak mind a 6 lapjat atmetszi, a @) metszetidom hatszog,
és ennek minden mésodik csicsa adott pont, mert a metszetnek pl. az ABCD és az ABFE lapban az L-bdl kiinduld
oldala nem végzédhet sem M-ben, sem N-ben, hiszen a mondott lapok egyik éle sem kitéré AB-hez képest.

Alabb megadando szerkesztésiink minden egyes 1épése egy egyenes szerkesztése lesz K valamelyik lapsikjan, ill. egy
megadando segédsikon, vagyis a térben. A lépéseket rajzunk sikjan kovetjiik az illet egyenesek vetiiletének megrajzo-
lasaval. Csak azt fogjuk felhasznalni, hogy parhuzamos egyeneseknek parhuzamos vetitéssel nyert képei parhuzamosak.
(Nem foglalkozunk olyan esetekkel, amikor K bizonyos csticsainak vetiiletei egybeesnek.).

Elég meghatérozni S és az ABCD = Sy lapsik m; metszésvonalat. Ugyanis m;-nek a BC fed6él egyenesén levs Ly
pontjat M-mel 6sszekotve megvan S-nek a BCGF fedslap—sikkal valé me metszésvonala, mso-nek FG-n levé M, pontjat
N-nel 6sszekdtve megvan az EFGH oldallap sikjaval valoé ms metszésvonal, végiil ms-nak EF-en levé Ny pontjat L-
lel 6sszekotve megvan S-nek az ABFE lapsikkal valé my4 metszésvonala. Latni fogjuk, hogy e négy metszésvonalon
megkapjuk @ hatralevé 3 csicsat.

Marmost mi-et megadja az M N egyenes Si-en levé P doféspontjanak L-lel valé 6sszekdtése. P-t megkapjuk egy
az M N-et tartalmazo, iigyesen véalasztott So segédsik felhasznalasaval. M N benne van a CGN sikban, amely az (N-et
tartalmazo) ADHE lapsikot egy a CG-vel parhuzamos egyenesben metszi. Igy e metszésvonal D H-val is parhuzamos,
és atmegy N-en, megszerkeszthetd, legyen AD-n levd pontja N'. Ekkor pedig Sy és S;, metszésvonala N'C, ennek
N M -mel val6é metszéspontja P, és az el6rebocsatottak szerint m; = LP. Az N'C egyenes lényegében N M-nek Si-en
levé vetiilete, ha a vetités irdnya parhuzamos GC-vel.

Csak azt hasznaltuk fel, hogy két sik egyenesben metszi egymast, valamint hogy egy sikot egy vele nem pérhu-
zamos és nem benne fekvs egyenes egy pontban metsz, ezért eljarasunk helyességének bizonyitasara csak azt kell
megmutatnunk, hogy L, M, N helyzetére kimondott foltevéseink miatt — ti. hogy mindegyikiik a kiszemelt élnek belsd
pontja — szerkesztésiink minden lépése egyértelmtien meghatarozott. N’ az AD él bels6 pontja, kiilonbozik C-t6l, igy
az N'C egyenes hatarozott, P ennek C-t6l kiilonbdzé pontja, éspedig az N'C szakasz C-n tili meghosszabbitésan,
mert NN’ > MC > 0. Emiatt L; a BC szakasz C-t6l kiildnboz6 pontja, egyszersmind csticsa Q-nak, My az FG élnek
G-n tuli, Ny pedig az FE élnek E-n tuli meghosszabbitasan van. Igy GH elvalasztja Mi-et N-t6l, AE elvalasztja
Ni-et L-t6l, tehat mg és my a mondott elvalaszto élen egy—egy tovabbi Mo, ill. Ny csticsat metszi ki Q-nak.

b) Ha adott pontjaink koéziil egy a megfelel§ él valamelyik végpontja, akkor valasszuk a bettizést tgy, hogy ez N
legyen. Meggondolasunk mind N = F, mind N = H esetén érvényes, az els6 esetben Ny, a masodikban My azonos
N-nel, a sikmetszet 6tsz0g.

Ha két adott pont esik él végpontjaba, vagy mind & harom, feladatunk elveszti eredeti jellegét. Két pont esetén
22 = 4-féleképpen, harom esetén 8-féleképpen valaszthatjuk ki L, M, N céljara K-nak 2, ill. 3 csacsat. Ekkor mindig



mér eleve adott @-nak egy vagy tobb oldalszakasza, és célszertibb azt felhasznalni, hogy S a K-nak parhuzamos
lapsikjait parhuzamos egyenesekben metszi.

II. Az L, M, N pontokat tartalmazd 3 él megfelel§ kivalasztasara lényegében nincs mas lehetGség. Az elséként
szabadon valaszthato AB-hez képest csak a CG, DH és az F'G, EH élparok kitérsk, az elsé parbol a szimmetria miatt
elég CG-t venniink, ehhez képest a masik parbol csak EH kitérs.

A kocka specidlis tulajdonsagai koziil csak azt hasznaltuk fel, hogy a CG és DH élek parhuzamosak (ebbdl ugyanis
mar kovetkezik, hogy az ADHE lapsik is parhuzamos CG-vel). Emiatt szerkesztésiink minden olyan hatlapu testre
érvényes, melynek ez a tulajdonsaga megvan (lasd 2. abra).

2. dabra

Paralelepipedonra szoritkozva a @@ metszethatszog szemben fekvs oldalai parhuzamosaknak kell hogy adodjanak,
de ezt nem hasznéltuk fel. Egyébként egy parhuzamos vetitéssel nyert vetiiletb6l — amennyiben a lapok vetiiletei
paralelogrammaék — nem is allapithaté meg, hogy valéban kocka képével allunk-e szemben, még akkor sem, ha tudjuk,
hogy a rajz sikja meréleges a vetités iranyara.
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Megjegyzés. Az. 1. abran — térbeli eredetétdl eltekintve — a kovetkezSket latjuk: ha ABCD, ABFE, BCGF és
CDHG (a cstcsok mondott koriiljarasa szerint) paralelogrammak, L, M, N rendre az AB, CG, EH szakasz egy
kozbiils6 pontja, tovabba AEN N’ ugyancsak paralelogramma, NM 4s N'C metszéspontja P, LP metszéspontja a
BC, DC, DA egyenessel rendre L1, Lo, Ls, M L1 metszéspontja F'G-vel és F'B-vel My, ill. M3 —, mindezen feltételek-
b6l kovetkezik, hogy N M; parhuzamos LP-vel, NM;-nek GH-val és EF-fel val6 metszéspontjat Mo, -vel, ill. Ni-gyel
jelolve M My parhuzamos N; Ms-mal, és az utdbbi egyenes atmegy L-en, M My pedig Lo-n, tovabb4d N L3 parhuza-
mos L1 M-mel és atmegy az AE, N1 Ms, valamint a DH, M M> egyenespar No, ill. N3 metszéspontjan. Mindezen
kovetkezményeknek a foltevésbdl valo bizonyitasa — tisztan sikbeli uton — hosszu és nehézkes lenne.

IT. megoldas (vazlat). A fenti jeloléseket hasznalva tekintsiik azt az m egyenest, amiben S az M-en atmend
és az ABCD, EFGH lapsikokkal parhuzamos sikot metszi. Ez nyilvanvaléan parhuzamos mi-gyel és mg-mal, tehat
m-et ismerve a metszet NMy és LL; oldala megszerkeszthets. m-nek az LN egyenesen levG R metszéspontja az
NR:NL=GM : GC = NR': NN’ aranypéarbol szerkeszthet6. Végiil LNy || M Ms.
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