a) Ismeretes, hogy az ABC haromszog 3 oldalegyenese és 3 magassagegyenese felezi az A’ B’C’ talpponti haromszog
bels6 és kiilsé szogeit — természetesen amennyiben a talpponti haromszog létrejon, vagyis ha az eredeti haromszog nem
derékszogl. Pontosabban: hegyesszogl hdromszog talpponti haromszogének belsé szogeit a 3 magassagegyenes felezi
(ennélfogva a rajuk rendre merdlegesen 4ll6 oldalegyenesek a kiilsé szogeket felezik), tompasz6gt haromszog talpponti
haromszogében a tompaszoget alkotd 2 oldalegyenes és a tompaszog csicsabol kiindulé magassag jatsszak a belsé
szogfelezdk szerepét (1. a, b, ¢ abra, az A’ B'C’ haromszog beirt korének kdzéppontja rendre M, a tételben kiemelt A
csucs, ill. C).
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Tekintsiik az A’ A szdgfelezdvel kettévagott talpponti haromszognek C’ A’ P részharomszogét, és alkalmazzuk ennek
C’-bol kiindulo C'M és C' A szogfelezsire a szogfelez6k osztasaranyara vonatkozo tételt (1. a és b abra, csupédn A és

M kiilsg, ill. bels6 szerepe cserélédik fel):
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A két széls6 arany egybevetésébdl rendezéssel kapjuk (1)-et. Ugyanez az 1. ¢ és 1. d abra esetében is érvényes, itt a
C'A'P, ill. a B'A’ P haromszog magdban tartalmazza a talpponti haromszoget. Ezzel az allitést bebizonyitottuk. (Ha
P nem jon létre (pl. 1. e abra), mert B'C’' L BC, tehat B'C'||AA’, akkor az allitas targytalan.)

A kivant szerkesztés céljara megallapitjuk, hogy M és A egyike az A’ P szakaszon van — ti. koziiliik a belsd szogfelezén
levé pont —, mésika pedig az A’'P szakasz meghosszabbitdsan, ennélfogva forditva is, az A’, P pontpar egyike belss
pontja az AM szakasznak, masika pedig e szakasz meghosszabbitasian van.



b) Az (1) alapjan adando szerkesztésben — az 1447. feladat betiizését megtartva — a BC és a B'C’ oldal D, ill. D’
felez6pontjat tekintjiik adottnak. Az ottani I. és II. megoldasbol felhasznaljuk, hogy egyrészt B'C’' L DD’ méasrészt
hogy M DC és MD'B’ hasonlé haromszdgek, és megfelel§ csicsaik egymas utani koriiljarasiban az irdny egyméassal
ellentétes, ezért a DM félegyenest DC-be atvive elfordulas egyenld és ellentétes iranyt a D'M-et D'B’-be atvive
elforduléssal.

2. Ezek alapjan megrajzoljuk a B'C’ = d egyenest, ebbdl a kdzte és M D’ kozdtt levs szog atmasolasaval a BC = a
egyenest, és ekkor az M-bdl a-ra allitott merdleges, az AA’ magassagegyenes, kimetszi B'C’-b6l P-t, BC-bsl A'-t.

Ezutén az A’, P, M pontharmashoz megszerkesztjiik az (1)-nek eleget tevé A pontot, figyelembe véve a négy pont
kolcsonos helyzetérsl fent mondottakat.

Az A pont meghatarozasat megkonnyiti a kdvetkezs észrevétel: az ABC haromszogben az AM és a BC' szakaszok
folé rajzolt k, ki Thalész-korok atmennek a B’, C” pontokon, igy centralisuk nem més, mint a B'C’ kozos hir felezs
merd&legese, vagyis a DD’ egyenes. Emiatt a DD’ egyenes az A’M egyenest az AM szakasz O felez6pontjaban metszi.

Legyen DD’ és A’ M metszéspontja O, és az O koézépponti, M-en dtmend kor k, ebben M-nek atellenes pontja A.
k-nak d-vel alkotott metszéspontjait tetszdleges sorrendben B’-nek, C'-nek véve, kapjuk az AB’, AC’ oldalegyeneseket,
melyekb6l az MC’, M B’ magassagvonalak metszik ki a C, B csticsokat.

Mivel ki-ben BC atmérs, B'C’ hur, igy BC > B'C’, és az M BC, M B'C’ haromszogek hasonlosaga miatt MD >
M D' kdvetkezik. Ez tehét a szerkeszthetség sziikséges feltétele. Ez a feltétel nem zéarja ki M és D’ egybeesését, amikor
— mint azt kordbbi megoldasainkban lattuk — derékszogli haromszoget kapunk, végtelen sok megoldas van.

Szerkesztésiink helyességének a vizsgalatanal feltessziik, hogy D, D', M kiilénbozs pontok, és M D > M D', tovibba
hogy M nincs rajta a DD’ egyenesen. Ekkor szerkesztésiink szerint a d és a egyenesek meghatérozhatok. Ha M a d
egyenesen van, akkor a is Atmegy M-en szerkesztésiink szerint, és A’, valamint P azonos M-mel. Az A’M egyenesnek
ebben az esetben az M-ben a-ra emelt meréleges felel meg, és mivel az @ = M D egyenes nem merdleges DD'-re, O
ebben az esetben is meghatarozhato.

Ha M nincs rajta d-n, akkor az a-n levé A’ vetiilete M-t6l kiilénbdz6 pont. Megmutatjuk, hogy az a forgatas, mely
a DM egyenest DD’'-be viszi, az A’ M egyenest M D’-vel parhuzamos h helyzetbe viszi. Valoban, M D-t el6szor D koriil
d-val elforgatva D’ D-be jutunk, majd 90°-kal elforgatva d-be, végiil §'-vel elforgatva M D’-be. Ha e harom forgatast
maés sorrendben hajtjuk végre, nevezetesen M D-t elGszor §'-vel forgatjuk el, akkor a-t kapjuk, majd 90°-kal elforgatva
kapjuk M A’-t, végiil ezt az egyenest J-val forgatva kapjuk h-t. E harom forgatas végeredménye — irdny szempontjabol
— nem fiigg sorrendjiiktdl, tehat h parhuzamos M D’-vel, vagyis az A’ M egyenest M koriil 6-val elforgatva az M D’
egyenest kapjuk. Mivel a 6 = M DD’< kisebb a DD’ M szdgnél (hiszen M D' < M D), az A’M egyenes a DD’ egyenest
a D’-n tuli meghosszabbitasaban metszi. Igy az O pont mindig létrejon, és D' az OD szakaszon van.

Az MOD’' haromszog D'-nél levs szoge a DD'M haromszog kiilsé szoge, igy nagyobb az MDD’, és az azzal
egyenls OMD' szognél, ezért az MOD’ haromszogben M O-val szemben nagyobb szdg van, mint D’O-val szemben
ezért MO > D'O, tehat D’ a k belsejében van, a B’, C’ metszéspontok valéban létrejonnek.

Ha M és A egyike sem azonos a B’, ¢’ pontokkal, akkor az AB’, MC' egyenesek meg vannak hatirozva két-
két pontjukkal, és nem parhuzamosak, hiszen B’, C’' nem lehetnek k atellenes pontjai, igy C létrejon, és hasonléan
bizonyithato B létezése is.

A kapott ABC haromszogben BB', CC' magassagvonalak, M tehit magassagpont és AM 1 BC, BC||A'D. A BC
szakasz D* felez6pontja elemzésiink szerint az OD’ egyenesen van, hiszen ez k és ki centralisa, és MBC, MB'C’
hasonlosaga, valamint szerkesztésiink miatt M D||M D*, azaz D* az M D egyenesen is rajta van. Eszerint D* azonos
az. OD’, M D egyenesek kozos pontjaval, D-vel, tehat ABC a keresett haromszog.

Ha M a B’, C' pontok egyikével, mondjuk B’-vel azonos, akkor C is azonos M-mel, és B-t az M D, AC’ egyenesek
metszéspontja adja. Ebben az esetben C-nél derékszog van, és M valéban magassdgpont, D, D’ pedig az el6irt
szakaszokat felezik.

Ha A azonos a B’, ¢/ egyikével, akkor feladatunknak nincs megoldésa.

Végiil, ha M a DD’ egyenesen van, akkor O nem jon létre, igy A-t kdzvetleniil (1) alapjén kell megszerkeszteniink: ha
M a DD’ szakaszon van, a DD’ 6lé rajzolt ks Thalész-kort a DD’-re M-ben emelt merdleges messe az U, V pontokban,
ekkor a ko kor U és V-beli érintSinek a metszéspontja lesz A; ha pedig M a DD’ szakasz meghosszabbitasan van, akkor
az M-bdl ko-hoz hizott érinték érintési pontja lesz U és V, és DD'-b6l az UV egyenes metszi ki A-t. A szerkesztés
tovabbi 1épései, és a szerkesztés helyességének a bizonyitédsa ennek megfeleléen modosul.



