I. megoldas. Megmutatjuk, hogy minden ABCD = N konvex négyszoghtz van kivant tulajdonsaga e egyenes.
Legyen N tiikorképe az M pontra az A'B'C'D’ = N’ négyszog. Ha AM = MC, akkor az AC 4tl6 egyenese megfelel
e-nek; mindkét szemkozti oldalparral valé metszéspontja A és C, igy a feladat allitasa is nyilvanvaléan teljesiil.

Ha még BM = MD is teljesiil, akkor N paralelogramma, minden, az M-en atmend egyenes megfelel e-nek és
vilagos, hogy mindre teljesiil a feladat allitasa. Ha BM # M D, akkor B’ és D' koziil egyik N belsejében van, a masik
rajta kiviil, ezért N’ hataranak AB'C és C D’ A része koziil egyik a végpontjaitol eltekintve N belsejében van, a masik
rajta kiviil, igy AC-n kiviil nincs més, e-nek megfelel§ egyenes.

Vizsgéaljuk a tovabbiakban azt az esetet, ha M egyik atlot sem felezi. Valasszuk a betiizést ugy, hogy AM > CM
és BM > DM teljesiiljion. Ekkor C’, D', s igy az egész koztiik levs szakasz N-ben van, az A’ B’ szakasz N-en kiviil
van. Az A'D’ szakasz metszi a BC szakaszt egy P pontban, mert az A’ B’D’ haromszdg tartalmazza C-t, B viszont a
B'D’ oldal meghosszabbitésan van, A’B’ pedig, mint lattuk, N-en kiviil (1. 4bra).

1. dbra

P tiikorképe, @, rajta van N'-n, mert P az N-en van, és mivel P az N'-n is rajta van, az a pont, aminek & a
tiikkorképe, vagyis @, rajta van N-en is. A PQ egyenes tehat alkalmas e-nek, és ez az egyetlen ilyen, mivel P-n és Q-n
kiviil nincs N és N’ keriiletének kozos pontja.

Azt kell tehat bizonyitanunk, hogy ha PQ metszi az AB, C'D oldalak egyikét, akkor metszi a mésikat is, és a
metszéspontok egymas tiikkorképei M-re.

e csak akkor nem metszi pl. CD-t, ha pdrhuzamos vele. Megmutatjuk, hogy ez csak ugy lehetséges, ha e az AB-t
sem metszi, azaz ha ezzel is parhuzamos. Tegyiik fel, hogy CD || PQ, és alkalmazzuk a parhuzamos szelSk tételét a
CAD és CBD szogekre (1. dbra):

CA CD DC DB

MA~ MQ MP MB’

a széls6 ardnyokbol 1-et—1-et levonva

CA | _CA-MA_CM _DM
MA =~ MA <~ MA MB

ezek a szakaszok az egyméast M-ben metsz6 AC, BD egyeneseken fekiisznek, igy valoban CD || AB, tehat PQ || AB,
amint allitottuk.

Itt nem hasznaltuk fel az atlok részeinek nagysdgviszonyara vonatkozoé fentebbi feltevéseket, ezért bizonyitasunk
az AB || PQ és M P = MQ) feltevésbdl kiindulva is érvényes. Ezzel a feladat allitasanak elss részét bebizonyitottuk.

Azt is kaptuk, hogy ha a mondott PQ egyenes nem metszi az AB, CD egyenesek egyikét, akkor N trapéz (és a tett
korlatozés folytan AB # CD). Forditva, ha AB | CD és AB # CD, akkor PQ || AB. Ugyanis az ABA'B' é¢s C'D'CD
paralelogrammaék hasonlé helyzettiek az M kozéppontra vonatkozoan, igy BA'CD' trapéz, és az atléinak P, valamint
szarainak M metszéspontjat Osszekdtd e egyenes felezi a BA', CD’ alapokat, tehat az elobbi paralelogrammaknak
kozépvonala.

Eszerint ha N nem trapéz, akkor AB és C'D metszik egymést egy T pontban, mésrészt PQ) metszi AB-t, CD-t
egy R, ill. S pontban, és azt kell megmutatnunk, hogy MR = M S



2. dabra

Felhasznaljuk a kovetkezd, alabb bebizonyitando6 segédtételt: Ha a sik egymdst O-ban metszd f és g egyenesét a
H-n dtmend hg, hi, he egyenesek rendre az Fy, Fy, Fy, ill. Go, G1, Ga pontban metszik (3. abra), méas kifejezéssel: ha
a g egyenes O, Gy, G1, G2 pontnégyesét a H pontbdl az f egyenes O, Fy, Fy, Fy pontnégyesébe vetitjik dt, akkor

OG; 0Gq OF OF,
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3. dbra

Ezt kétszer alkalmazzuk; O, Gy, G1, G2 szerepére mindkétszer a C'D egyenesnek rendre S, D, C, T pontjat
valasztjuk; f-ként mindkétszer e-t vessziik, de H szerepére elGszor A-t, masodszor B-t valasztjuk; igy Fy, F1, Fo
helyére elGszor Q, M, R 1ép, masodszor M, P, R, tehat

SC ST _SM SR _SP SR
CD TD MQ RQ PM RM’
Az utobbi két ardny egyenlGségébsl, PM = MQ felhasznaldsaval, majd a szakaszok hosszat csupa M-bdl indulo
szakasszal kifejezve, beszorozva, egyszertsitve

SM-RQ =SP-RM,
MSMR+MQ)=(MS+ MP)-MR,
MS = MR, qu. e. d.

Visszatérve a segédtétel bizonyitasara, szorozzuk meg (1) elsS tagjanak szamlalojat is, nevezGjét is HG™-gal, ahol
G* a H pont vetiilete g-n, majd a szorzatokat — mint a HOG,, ill. HG1Gy haromszog teriilete mértékszamanak
2-szeresét — fejezziik ki e haromszdgek H-bdl induld oldalaival és a koztiik levd szoggel:

OG; OG; - HG* 2-HOG,

GGy G1Go-HG* 2-HG1Gy
HO - -HG1sinOHG 1« HOsinOHG 1«

- HG1 - HGysin G1 HGg« N HG(JSinGlHGoQ.




Ebbdl (1) masodik tagjanak hasonlo alakitasat az 1-es index 2-esre cserélésével kapjuk, a 3. és 4. tagéit pedig az els6
kett6bol a G bettiknek F-re cserélésével, ami altal kell§ egyszertsitések utan (1) a nyilvanvaldan igaz

sinOHG1<1  sinOHG2<q sinOHF1<<  sinOHF><

sin G1HGo< ~sin GoHGo<  sin Fy HFy<t ~ sin Fo H Fy<t

egyenléségbe megy at.
Takdcs Ldszlo (Sopron, Széchenyi I. Gimn.) és
Mészdros Jozsef (Mako, Jozsef A. Gimn.)
dolgozatainak felhasznélasaval és kiegészitésekkel

II. megoldas (vazlat). Az éllitas masodik részét koordinata-geometriai ton bizonyitjuk, tamaszkodva az I. meg-
oldas azon részeire, amelyek szerint az e = P(Q) egyenes altaldban egyértelmiien létezik.

y tengelynek a PQ egyenest, origonak az M pontot valasztjuk, legyen tovabba P ordinataja —p, igy Q-¢é p, az
ezeken atmend oldalegyenesek, valamint az atlok egyenesének egyenlete:

BC: y =bx —p, AD : y=azr+p,
BD: y=nz, (n#a,b) AC: y=mz. (m#a,b)
Igy azt kell megmutatnunk, hogy az y tengely és az AB, ill. CD egyenes metszéspontja kozti szakaszt M felezi, a két

ordinata egymasnak (—1)-szerese.
AD és AC egyenletébsl A abszcisszéja

_ P
TA = )
m-—a
tobbi cstucsokét ebbdl az alabbi helyettesitésekkel kapjuk:
p m a helyére
C esetthen —p m b lép
B esetétben —p n b lép
D esetében p n a lép.

Azt is mondhatjuk, hogy D abszcisszajat B-ébol ugy kapjuk, hogy p és b helyére rendre —p-t, a-t irunk. Az ordinéta
mindig az abszcissza m-szerese, ill. n-szerese.

Altalaban az Li(u,v1), La(ug,v2) pontokkal meghatarozott egyenes és az y tengely metszéspontjanak ordinataja
az

2 — U1
y=uv1+ (x —uq), z=0
U2 — U1
egyenletrendszerbdl:
V2 — U1 U2V1 — U1V2
vy + (—up) = ————=.
U2 — U1 U2 — U1

Legyen itt Ly = A, Lo = B, igy az AB oldalegyenes és a PQ egyenes R metszéspontjanak ordindtaja, a fentiek
felhasznalasaval:

ugmuy —uinug (M —n)uiug  m-—n
Ug — U7 o Ug — UL 1 1
u o up
B m-—n B (m—n)p
m—a n—-b (m+n)—(a+b)
p p

Ebbdl konnyen megkapjuk a CD egyenes y tengelyen levé S pontjanak ordinatdjat, A helyére C-t és B helyére D-t
frva, ugyanis — mint lattuk — ekdzben p helyére mindkét helyettesités miatt —p 1ép, a masik helyettesités viszont — ti.
a helyére b, ill. b helyére a — egymastol fiiggetlen. Igy S ordinatija

(m —n)(—p)
(m+mn)—(b+a)

és ez az el6rebocsatott megjegyzés szerint az allitast igazolja.

Itt nem volt célunk annak elemzése, hogy a metszéspontok milyen a, b, m, n értékrendszerek esetén léteznek. Azt
mindenesetre latjuk, hogy S létezésének feltételei ugyanazok, mint R létezésének feltételei. Ezzel teljesitettiik kittizott
célunkat.



