a) Kiprobalhatnank az adott jegyekbdl képezhet mindegyik szamot, hogy négyzetszédm-e, azonban koziiliik igen
sokat kiprobalas nélkiil kizarhatunk.

Tudjuk, hogy négyzetszam csak 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9 jegyre végzSdhet, hiszen szorzat utolsé jegyét a tényezdk utolsd
jegyének a szorzata hatarozza meg, négyzetszadm utolsé jegyét tehat az alap utols6 jegye: a 0, 1, 2, ..., 9 szadmok
négyzetének utolsé jegye pedig a felsorolt szamjegyek valamelyike. Ezek koziil esetiinkben csak a 0 és 1 jon tekintetbe.
0 csak O-ra végz6ds szam négyzete végén allhat és ilyen végén mindig paros szamu 0 all. Esetiinkben ez a szam csak
ketts lehet, tehat csak a 00-ra végzddd, ,kerek” négyzetszamok jonnek tekintetbe.

Ha az utolso jegy 1, akkor a szam paratlan szam négyzete. Az ilyen 4-gyel, s6t 8-cal osztva is 1-et ad maradékul.
Valoban, ha az alap 2k + 1 alak, akkor négyzete

Ak(k+1) +1,

és itt k és k + 1 koziil valamelyik paros, amivel igazoltuk allitdsunkat.

Tudjuk, hogy egy szam 4-gyel val6 osztasi maradéka az utolso két jegybdl alkotott szam maradékaval egyezik meg,
a 8-cal valo osztas maradéka pedig az utols6 harom jegybdl alkotott szam maradékaval. Igy kiesnek a 11-re végz6ds
szamok, mert 4-gyel osztva 3-at adnak maradékul, a 3 utolso jegyet nézve pedig a 101-re, 021-re és 221-re végz6ds
szamok, mert ezek 8-cal osztva 5-6t adnak maradekul. Igy 3-jegyii végzodesként a 001, 201 és 121 jon csak tekintetbe.

Visszatérve a 00 végd szdmokra, azokbol az utolséd két jegy elhagyéasaval is négyzetszam marad, ezek tehat a 0, 1,
1, 1, 2, 2, 2 jegyekbdl alkotott négyzetszamokbol keletkeznek két 0-nak a végére frasaval, amit dgy is mondhatunk,
hogy a keresett négyzetszamok koziil a legalabb két 0-val kezd6d6kbdl az els6 két 0 végeére irdsaval.

A tovabbiakban sem a végzddésiik alapjan szoba jovs szamokbol probaljunk négyzetgyokot vonni, hanem tovabbi
szempontokbol is megnézziik, melyek azok a szdmok, amelyeknek a négyzetei szoba johetnek, és hogy ezek négyzetei
a megfelel§ alakuak-e.

A széba jovs alapokrol megallapithatjuk, hogy oszthatoknak kell lenniiik 3-mal, mert a megadott jegyek Osszege
9, s igy minden belgliik alkotott szam oszthato 9-cel, ez pedig csak 3-mal oszthat6é szamok négyzetére teljesiil.

A négyzet utolsd harom jegyébdsl megallapithatjuk az alap utolsé harom jegyére szoba jovs szamcsoportokat is. Ha
ugyanis ¢ és z négyzetének utols6 harom jegye megegyezik, akkor négyzeteik kiilonbsége:

(1) 2?2 —c? = (x—c)(z +c),

oszthatd 1000-rel. Mivel a két tényez6 egyszerre paros vagy paratlan, igy esetiinkben mindkettének péarosnak kell
lennie. Masrészt a szorzatnak oszthaténak kell lennie 125-tel. Esetiinkben nem lehet mindkét tényezé oszthatd 5-tel,
ugyanis a 001, 121, 201 végzdédések esetén ¢ rendre 1(= 001), 11(= 011), ill. 101-nek véalaszthato. Az (1) jobb oldalan
allo ket tényezd kiilonbsége, 2¢, egyik esetben sem oszthato 5-tel, igy valéban nem lehet mindkét tényezd oszthato 5-tel.
A szorzat tehat csak agy lehet 125-tel oszthato, ha az 5-tel oszthato tényez6 125-tel is oszthatd. Mivel még mindkét
tényezG6 paros is, tehat vagy = — ¢, vagy = + c alakja 250k, tehat

x = 250k + c.

Ez a négyzet 001, 121, 201 végzodése esetén (ha k-nak az 1, 2, 3, 4 értékeket adjuk és c-nek a fenti 1, 11, 101
szamokat valasztjuk) a kovetkezs nyolc-nyolc lehetséges végzodést adja az alapra:

249, 251, 499, 501, 749, 751, 999, 001;
(2) 239, 261, 489, 511, 739, 761, 989, O011;
149, 351, 399, 601, 649, 851, 899, 101.

Végiil még az elsd néhany jegy lehetséges értékeit is tekintetbe véve, korlatokat allapithatunk meg az alapra. A 000
jegyekkel kezd6d6 szamokra a megadott jegyekbdl csak a 121 végz&dés lehetséges, igy a kérdéses négyzetszam 000 122
121, vagy 000 212 121 vagy 000 221 121 lehet. Ezek négyzetgyoke csak 300-nal nagyobb és 500-nal kisebb haromjegy
szam lehet, tehat csak 489 lehetne, de ennek a négyzete nem felel meg.

A 001-gyel és 002-vel kezd6do6 szamok négyzete 121-re vagy 201-re végzodhet, igy az

(1022 121, 1 221 201), ill. (2 012 121, 2 211 201) szamkozbe kell esnie, ha az adott szamjegyekkel irhato. Az alap
tehat, durvin szamolva, az

(1000, 1110), ill. (1400, 1500)

szamkozbe eshet csak. A megengedett végzddéseket tekintetbe véve, az els6bdl az 1011 és 1101 jon tekintetbe, a
masodikbol 1489. Az utols6é nem oszthat6 3-mal, az els6 kett$ megfelel:

1011% = 001 022 121, 1101% = 001 212 201,
ezért a fentiek szerint megfelel a kovetkezd ketts is:
10 110% = 102 212 100, 11 010% = 121 220 100.

Ezzel, el6rebocsatott megjegyzésiink szerint az dsszes széba jovs, 00-ra végzéds négyzetszamot meg is kaptuk, hiszen
a lehetséges, 00-val kezd6dsket mar szdmba vettiik.

A tovabbi szamokra a lehetséges kezd§ jegycsoport szerint osztalyozva és a lehetséges végss jegyeket is figyelembe
véve, a kovetkez6 szamkozok adodnak:
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kezdd jegyei korlatai korlatai (tagitva)
010 010 022 121 010 221 201 3 160, 3 200
011 011 022 201 011 222 001 3 310, 3 350
012 012 002 121 012 221 001 3 460, 3 500
02 020 012 121 022 211 001 4470, 4 720
10 100 022 121 102 221 001 10 000, 10 120
11 110 022 201 112 220 001 10 400, 10 600
12 120 002 121 122 210 001 10 900, 11 100
20 200 012 121 202 211 001 14 140, 14 220
21 210 002 121 212 210 001 14 400, 14 600
22 220 001 121 222 110 001 14 800, 14 910

Az N-re adodo szamkozokbe es6 és a (2) tablazatban adott jegyekkel végz6ds szamok az els6 két intervallumnal
nincsenek, a tobbieknél sorra a kovetkezdk:

3489, 3499; 4489, 4499, 4501, 4511, 4601, 4649; 10 001, 10 011, 10 101; 10 489,
10 499,10 501,10 511;10 989,10 999, 11 001, 11 011; 14 149; 14 489, 14 499,
14 501,14 511; 14 851, 14 899.

Koziiliik csak az aldhuzottak oszthatok 3-mal. Ezeket négyzetre emelve a kovetkezd megfelel§ szamokat kapjuk:

10 0112 = 100 220 121, 11 0012 = 121 022 001  és
14 499% = 210 221 001.

A korabban talalt 4 szammal egyiitt tehat 7 kivant alaka négyzetszam adddott.
b) Mindjart latjuk, hogy a talalt négyzetszamok koziil 6 olyan parokba rendezhetd, melyekben a jegyek sorrendje
forditott, és ugyanez all a megfelel§ alapokra is, ha az elsé kett6t az értelemszertien megengedett 01 011, ill. 01 101

alakban irjuk.
Ugyanez a 6 négyzetre emelés barmely B (> 3) alapa szamrendszerben érvényes, ugyanis pl. a 100 220 121 = 10 0112

megoldas a
B®+2B°+2B*+ B*+2B+ 1= (B*+ B+1)?
azonossagnak csupan mas alakja.
Az utoljara talalt megoldas miatt a feladat mindkét kérdésére a véilasz nemleges, ugyanis abban a megforditott
szamjegysor végén 2 All, masrészt

(3) 2B% + B" +2B° + 2B* + B* + 1 = (B* +4B® + 4B? + 9B + 9)*

nem azonossag. Ugy is fogalmazhatjuk, hogy az els6 hat négyzetre emelésnél nem keriil sor tizes atvitelre, s igy azok
nem fliggenek az alapszamtél — mindaddig, mig az nagyobb az egyes részletszorzatoknal, amik esetiinkben 0, 1 vagy 2
értékiek. Az utolsd négyzetre emelésben viszont fellép tizes atvitel és ez mas-mas alapszam esetén masképp alakul.

Bagmdczy Ervin, Perény Gdbor és Pintz Janos dolgozatanak felhasznéalasaval
Megjegyzés. A talalt utolsé megoldas semmilyen méas szamrendszerben nem érvényes. Ugyanis (3)-ban a 0-ra re-

dukalas, valamint a B = 10 gyokhoz tartozé B — 10 gyoktényezével vald osztas utdn a hanyados-polinom minden
egyiitthatoja pozitiv, tehat minden B > 0 szadmra pozitiv az értéke.



