I. Az AM, M B szakaszokat elGszor egyiranyiaknak tekintjiik. Az allandé AM - M B érték mértani kozéparanyo-
suknak c-nek négyzete, AM - M B = ¢?. Feltessziik, hogy ¢ > 0 (ugyanis ¢ = 0 esetén AM = 0, az A pont allandéan
M-ben van, igy B az M-nek tiikdrképe F-re vonatkozoban, s ebbdl tiistént addédik, hogy B mértani helye az adott k
kor 2-szeresre nagyitott képe az M hasonlosagi kozéppontbol). Eszerint M mindig elvalasztja A-t F-t6l és B-t6l.

Nyilvanvalo, hogy e barmely helyzetében F' az e-nek k-val valo, M-t6l kiillonb6z6 metszéspontja. Minden hely-
zetben M, F, ¢ és az AM < MB feltétel egyértelmiien meghatarozza A és B helyzetét. A derékszogii haromszog
magassagarol ismert mértani kozéparanyos tételre gondolva egy megfelels A, B pontpart ugy kapunk, hogy az e-re
M-ben emelt merélegesre folmérjiik az M N = c szakaszt, kort irunk F koriil FN sugarral, ennek az F'M félegyenesen
levé metszéspontja A, e-vel valo mésik metszéspontja B (1. abra).

1. dbra

Igy ugyanis Thalész tétele szerint ABN derékszogl haromszog, és a derékszog csicsa N. Az alabbi szamitéas pedig
azt mutatja, hogy ez az egyetlen megoldés.

Legyen ugyanis FM = f és AM =z (> 0), ekkor MB= MF + FB=MF+ AF = AM +2MF =z +2f, az
x(x+2f) = ¢? kovetelménybol 22 +2fx — ¢ = 0, ennek gyokei valosak és ellentétes elGjeliek, hiszen szorzatuk negativ,
és a negativ gyok nem hasznélhato. Az adodo x = v/ f2 + ¢? — f kifejezésbdl is kiolvashato A fenti szerkesztése.

e-nek csak az az e* helyzete kivételes, amely érinti k-t, ekkor ugyanis F* azonos M-mel és a mondott eljaras szerint
kapott A*, B* pontparra az A*M = M B* = ¢ egyenlGség teljesiil, és ezt a feladat kizérta.

Az e néhany helyzetében igy szerkesztett A, B pontparok egy ko kordn latszanak sorakozni, melynek kdzéppontja
M-nek k-beli atellenes pontja, Fy. (Az N pontok mindig az M koriili ¢ sugart &’ korén adédnak.) Bebizonyitjuk, hogy
e minden megengedett helyzetében FyA = Fy B, allando.

e-ként az M Fy = ey egyenest véve legyenek a fenti eljaras soran kapott pontok Ny, Ag, By, igy

(1) FyA3 = FyBS = FyNg = [pM? + MNE = d* + ¢,

ahol d a k atmérGje. e minden mas, megengedett helyzetében F' az Fy mersleges vetiilete e-n (Thalész), és FA = FB
folytan Fop A = FyB. Tovabba

FyB? = FyF? + FB? = FyF? + (MB — MF)? = (FyF?* + MF?)+ MB(MB — 2MF),
és itt az els6 zardjelben FyM? = d? all, a mésodik zarojel pedig
(MB—-MF)—~ MF=FB— MF = AF — MF = AM,

tehat, felhasznéalva (1)-et:
FoB*>=d?>+MB-AM = d* + & = FyAZ,

ami allitasunkat igazolja, A és B a mondott ko kor pontjai. Ugyanez A*-ra és B*-rais all, és e* L ey miatt mindegyikiik
jatszhatja a fenti Ny szerepét.

Pontosabban ezt talaltuk: mivel M elvalasztja A-t F-t6l, vagyis k-tol, azért e* is elvalasztja A-t k-tol, A a ko-nak
felkornél kisebb A*B* = i, ivén van, B pedig a félkornél nagyobb A*B* = i}, ivén.

Bebizonyitjuk, hogy megforditva, ha e-nek egy tetszés szerinti (de e*-t6l kiilonbozs) ¢’ helyzete i,-t A'-ben, ip-t
B’-ben metszi, akkor teljesiil A’M - MB' = ¢?, és az A'B’ szakasz F' felez6pontja rajta van k-n. Valoban, ¢’ és e* a ko-
nak M-en atmend és egymastol kiilonbozs szel6i, ezért A’M - MB' = A*M - M B* = ¢*. Tovabba FyF'A'< = FoF'M <«
derékszog, tehat F' rajta van az M Fy atmérsji Thalész koron, vagyis k-n.



Ezek szerint az A-t és B-t szétvalaszté M pont esetére A és B mértani helye a fent leirt ko kornek i, ill. iy ive, az
ivek A*, B* végpontjai nem tartoznak hozza a mértani helyhez.

II. M A-t és M B-t egyiranyuaknak véve a pontok sorrendje M, A, F', B. Legyen ismét M A = x, és MF = f =
(MA+ MB)/2,igy MB =2f —x és0 < x < f, tovabba MA- MB = ¢*. A kovetelmény:

A —x2f —x)=2® —2fr+c* =0,

innen x = f —+/f? — ¢ (2. abra).

2. dabra

Eszerint az F-bol az M koriili ¢ sugari k' korhoz htzott FIQ érintGszakasszal mint sugarral rajzolt kor metszi ki
e-bol F' és M kozott A-t és F-en tul B-t.

e-nek tobb helyzete alapjan az A és B pontokbol ismét egy ky kornek két ive rajzolodik ki, kézéppontja a fenti Fp,
atmérGje az M Fy = e helyzetben adodd AgBy szakasz. e-t az M Fy = eg helyzettdl egyre jobban elforditva MF = f
csokken, és ha F-ként k és k' metszéspontjat valasztjuk, vagyis ha f = ¢, akkor A is, B is Qo ban adodik, amit a
kovetelmény kizart. Tovabbi elforditas esetén (az ep-ra merdleges helyzetig) nincs A, B pontpar, mert M F < c.

Val6ban, eg esetén f = MFy = d és FQA(QJ = FOBg = FQQ% = d? — ¢, altalaban pedig FoF' L e és FA = F B miatt
F()A = F()B, igy

FyA? = RyF? + FA? = FyF? + FQ* = (FoF? + FM?) — MQ? = d? — ¢® = Ry A2.

Pontosabban: A a k; kor kisebb QoQoo ivének belsé pontja — ahol Qgg a Qo tiikdrképe eg-ra —, B pedig a nagyobb
QoQoo v belss pontja (M Qo érinti k;-et).
Az 1. eset befejezéséhez hasonléan belathatd, hogy a mondott ivek minden bels6 pontja kiadodik A-ként, ill. B-ként,
tehat A és B mértani helye a mondott két iv, a végpontok nélkiil.
Ha c 2 d, azaz k' magaba zarja az adott k kort, akkor egyetlen A, B pontpar sem jon létre.
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