I. megoldas. Haromszogben metszik a hasdbot az oldaléleket metszG sikok és az egy cstcsot lemetszs sikok.
Keressiink el6szor az elsé tipusba tartozoé sikot, egyelére tetszés szerinti a, b, ¢ alapéli hasabra, ahol a < b < c. Legyen
a kimetszett H egyenls oldalt haromszog oldala d. Igy az a, b, ¢ szélességi oldallapon levé metszetoldal végpontjainak
magassagkiilonbsége rendre

(1) Vd? —a? =z, Vd2 —b2 =y, Vd?—c? =z,

és ezekre x > y > z(> 0).

1. dbra 2 dbra

Ennélfogva (1. abra):
(2) T=y+z

hiszen H als6 és fels6 csicsdnak magassagkiilonbsége a legnagyobb, és ennyit emelkediink akkor is, ha a kozbiils
magassagu csticson at, H-nak tovabbi két oldalan megyiink {6l a fels6 cstucsba. (1) szerint

3) Pt =Pt =E 2 (=)
A szélsS kifejezésekbdl (2) alapjan

cCT—a
2y

a’+ (y+2)2 =+ 22, z= —%

(foltehetjiik ugyanis, hogy y # 0, mert kiilonben z = 0 és (2)-b6l z = 0, ami csak a = b = ¢ esetén kovetkezik be,
és ekkor a keresett sik nyilvanvaldéan parhuzamos kell, hogy legyen az alappal). Ekkor (3)-bol, a szokéasos rendezési
lépésekkel y2-re kapunk masodfoki egyenletet:

2 2)2 2 _ 2 2
B2 42 = 2 (c —a)_c—a y

+y c + 1 5 +4,
3yt — 2(a® + 2 = 20%)y% — (* —a?)? = 0.

2

Az y*re ad6do két gyok szorzata —(c — a?)?/3 < 0, tehat a kisebb gyok negativ, ezt természetesen figyelmen kiviil

hagyjuk.
A diszkriminéans 1/4 része:

(a® + % = 2b%)% 4+ 3(c? — a®)? = 4(a* +b* + ¢*) — 4(a®b? + a®c? + b2 cP).

Jeloljiik a jobb oldal els6 zarojelbeli kifejezését Si-gyel, a masodikbelit Soo-vel, igy

1
y2 = - (a2+02 —2b2+2\/ 54—522) és

3

1
d2:y2+b2:—(a2+b2+02+2\/M)-

3



Ilyen metszet természetesen csak akkor lehetséges, ha a hasab m magassaga legalabb z, azaz

m? > % (b2+02—2a2+2\/54—522).

II. H oldalanak ismeretében kifejezhetjiik teriiletét, ekkor pedig S és az alapsik ¢ hajlasszogének koszinuszat egy
ismert tétel szerint megadja az alapidom és H teriiletének hanyadosa:

d*V/3
4 )

cosp=t:

ahol t kiszamithat6 pl. Heron képlete alapjan.

ITI. Az adott numerikus esetben az alapidom derékszogi haromszog. Igy t = 6, mésrészt d? = (50 + 2v/193)/3 és

25v/3 — /579
cosp = fT = 10,5344,
¢ = 57,7°.

IV. A hasab alapidomat is atmetsz6 sikmetszet kérdését csak az adott numerikus esetben tekintjiik. H két oldala
a hasab két oldallapjabol egy-egy derékszogi haromszoget metsz le, és ezek egybevagok, hiszen az oldalélen levs e
befogojuk kozos, atfogojuk pedig d (2. abra). Igy a masik befogok, a lemetszett alapcstcsba befuté alapélek részei,
szintén egyenl6k — legyen a hosszuk f — tehat sikunk az alapharomszogbdl egyenls szarti haromszoget metsz le.
Ebbdl mar adodik, hogy a lemetszett csics csak a derékszog csicsa lehet. Ugyanis a két hegyesszog kisebb 60°-nal
(cos B =0,6 > 0,5 =cos60°), igy az egyenl6 szart haromszog alapja nem lehet d, hiszen kisebb f-nél, ez pedig kisebb,
mint d.

Ekkor S sikunk a két oldallapbdl egybevagd derékszogli haromszoget metsz le, és a fontebbi meggondolas szerint
az alapbol lemetszett haromszog is egybevagé a masik kettovel. Igy S mindharom élbél ugyanakkora f szakaszt metsz
le, az alapbol lemetszett haromszog szimmetriatengelye f/ V2, tehat a ¢ hajlasszogre

/ / o
tgy = —— =2, ¢ = 54,74°.
fIV2

A metsz6 siknak nem lehet metszetszakasza a hasab alaplapjan is, fed6lapjan is, mert igy a metszetnek legalabb 4
csucsa lenne. Ezért tovabbi lehet&ség nincs.

Andor Csaba (Budapest, Berzsenyi D. g. III. o. t.)

Megjegyzés. S. Lhuilier francia matematikus (1750-1840) bebizonyitotta, hogy tetszés szerinti haromoldala hasab
sikmetszetei kozott minden lehetséges haromszog-alak elsfordull.

II. megoldas (csak az oldaléleket atmetsz6 sik esetére). Tekintsiik H-nak k koriilirt korét. k-nak az alapsikon levs
vetiilete egy az alapharomszog koré irt ellipszis. Elég lenne ismerni ennek féltengelyeit — a szokasos jeloléssel a-t és b-t,
ezekkel ugyanis cos ¢ = b/a, mert a éppen k sugara, ti. az alapsikkal parhuzamos sugér vetiilete, b pedig — az ellipszis
legrovidebb atmérdjének fele — annak a sugarnak a vetiilete, amely a keresett o-vel hajlik az alapsikhoz.

a-t és b-t kiszamithatjuk az 1502. feladat?] eljarasaval az ellipszis egy konjugalt fél-atméréparjanak r, v’ hosszabol
és a koztiik levs ¢ szogbdl. Ilyen értékharmast ad k barmely meréleges sugarparjanak az alapsikon levs vetiilete. Ve-
gyiik egyiknek a H valamelyik csticsahoz tartozd sugarat; ennek vetiilete az alapharomszog megfelels csicsabol induld
stlyvonalnak a cstcs felé es6 2/3 része. Ugyanis k kozéppontja a H-nak egyszersmind stlypontja, és ez a tulajdonsag
a vetiiletben is megmarad (mert az egy egyenesen levs szakaszok vetiileteinek aranya egyenls az eredeti szakaszok
aranyaval, ezért az oldalfelezs pont vetiilete felezi a megfelels oldalvetiiletét, és a silyvonal harmadolopontjanak vetii-
lete harmadolja a stlyvonal vetiiletét). A H mondott sugarara merdleges sugar vetiilete arra az egyenesre esik, amely
dtmegy az alapharomszog silypontjan és parhuzamos a kiszemelt csicsaval szemben levs oldallal, mert parhuzamos
egyenesek vetiiletei parhuzamosak. A mondott sugar v/3-szor akkora, mint a H belsejében levs része. Ezért az alapon a
megfelels felatmers is v/3-szor akkora, mint a mondott egyenesbdl a stlypont és a haromszog keriilete kizé es6 szakasz,
vagyis az oldal 1/v/3 része, hiszen a haromszdgbeli szakasz egyszert szamitas szerint az oldal 1/3 része.

LLasd pl. H. Dérrie: A diadalmas matematika, Sz4z hires probléma két évezred matematikai miiveltségébol, Gondolat Kiadd, Budapest,
1965, 324. o.
2K. M. L. 35 (1967) 206. o.



3. dbra

A szampélda esetére szoritkozva induljunk ki H-nak abbdl a csticsabol, melynek vetiilete az alapharomszog derék-
szogének csicsa; igy a sulyvonal fele az dtfogonak és az ellipszis két konjugalt félatmerGje r = ¢/3 = 5/3, 1" = 5/V/3 és
a koztiik levs ¢ hegyesszog 2-szer akkora, mint az alaphéaromszog kisebbik hegyes szoge: sinvy/2 = 3/5, cosv/2 = 4/5,
igy siny = 24/25.

Most mar az idézett feladat (3) képleteivel

2
/12 4172 4+ 297 singp = 3 25 +12V/3,
2
/12 412 — 27 siny) = 3 25 — 12v/3, és igy

b V254123 /25— 123

cosp = —

a 25+ 123+ /25— 12V3

_ ﬁ (\/25+12\/§— \/25—12\/5) = 25;27\\%@

amit az [. megoldasban is talaltunk.

Megjegyzés. A silypontnak és a rajta atmend szakasz végpontjanak H-hoz vald csatolasa lényegében hasonlo ahhoz,
ahogyan az 1424. feladat |7 I. megoldasaban és a hozzé flizott megjegyzésekben a szabélyos nyolceszoghoz kapcesoltunk
hozz4a tovabbi, a vetiiletben megszerkeszthet6 pontokat.

3K. M. L. 32 (1966) 212. o.



