I. megoldas. 1. Ismeretes a gimnéziumi IV. o. tananyagbol, hogy egy harmadfokt egyenletnek legfeljebb 3 gyodke
van. Arra az esetre szoritkozunk vizsgalodasunkban, amikor (1)-et harom kiilonb6z6 valos szam elégiti ki, legyenek
ezek x1, x2, x3. Ekkor az (x —x1) (v —x2) (x —x3) szorzat azonos (1) bal oldalaval, vagyis a szorzat polinom alakjanak
egyitthatoi rendre egyenlSk (1) egyiitthatoival. Ebbgl

(3) —(z1 + 22 + x3) = P, T1To + Tor3 + x3T1 = q, —T1T2T3 = T.
Hasonl6an a keresett

(4) B rpa® e+ =0

egyenlet egyiitthatéi a kivant gyokokkel igy fejezhetdk ki:

p =+ as+ad), ¢ =il +adal +aded o = atadad.

Nyilvanvaléan ' = r3. A p’ és ¢’ kiszamitasa céljara emeljitk kobre az o + 3 + ~ kifejezést, és a kobot alakitsuk az
alabbiak szerint
(a+B+9)° = (0" + 8% +7°) +3(a?B + o’y + f2a + 2y + 7 a +728) + 6afy =
= (0’ + 8% +7°) +3(a?B + af® + afy) + 3(6%y + B7* + afy) + 3(va +va® + afy)-
—3afy = (& + % + %) + 3(aB + By +ya)(a + B +7) — 3aby,

amibol
(5) a®+ 8%+ 97 = (a+ f+9)° = 3(a+ B +7)(aB + By +va) + 3asy.

Alkalmazzuk (5)-6t egymés utan az
I. a=z, B=x2, v=ux3, és Il. a=zi122, [=uz12T3, =113
szamhérmasokra.
Az L. esetben (3) felhasznalasaval

i+ a5 +ad=—p = (-p)® = 3(-p)-q+3-(—r),

amibdl
p = p> — 3pq + 3r.
II. esetén
aB + ay + By = xiwoxs + 117573 + 117273 = T13223(71 + T2 + 73) = pr|
at+B+y=gq, apy=(z12225)° =1,
és igy

x?xg + le)’:zg + a:ga:g =q = ¢* — 3pgr + 3r%.

Ezek szerint a keresett egyenlet
(6) 23+ (p* — 3pg + 3r)x® + (¢* — 3pgr + 3r®)z +r* = 0.

A tett korlatozas folytan 3, x5, 23 ugyancsak kiilonboz6 valos szamok, mindegyik kielégiti (4)-et, igy (6)-nak nincs
is mas gyoke. Forditva: ha valamilyen mo6don megkapjuk (6) gyokeit, és azok valosak és kiilonbozok, akkor kobgyokiik
— ami (valos szdmokra szoritkozva) egyértelmten kiszamithaté — rendre megadja (1) gyokeit.

II. Amennyiben foltevésiink (2)-re teljesiil, alkalmazzuk (6)-ot (2)-re egymaés utan haromszor. Esetiinkben p = —3,
g=-0,5,r=0,5=1/2, igy az els§ 4j egyenlet egyiitthatoi

p=-27T—45+15=—30; q =1,625, r = (1/2)3.

A 2. és 3. 1épésben az adddo sokjegyt részeredményeket kerekitjiik tgy, hogy a legnagyobb abszolut értékd tagbol
5 értékes szamjegyet tartunk meg, a kisebb abszolut értékd tagokbol pedig az igy adodott helyi értéki jegyeket:

P =3 —3p'q +3r ~ 27000 — 146 +- 0 = —27 146,
¢’ ~ —4,291 — 18,281 + 0,047 = —22,525, = (1/2)%
P~ —2,0004- 108 —0— 0~ p", " = (1/2)7,
q" ~ —11,429 — 3583 + 0 = —15012.



Eszerint, ha (2) gyokei valosak és kiilonbozok, akkor 27. hatvanyaik kielégitik a kovetkezs harmadfoku egyenletet:
(7 y? —2,0004 - 10%y® — 15012y + (1/2)>” = 0.

Az 1420. feladat analogidjara azt sejtjiik, hogy a (7) két-két szomszédos egyiitthatoparjabol képezett hanyadosok
(—1)-szerese rendre kozelits értéket ad ezen egyenlet egy-egy gyokére. Ezért kiszamitjuk a mondott szamok 27. gyokeét,
majd behelyettesitjik (2) bal oldalaba.

A 27. gyokoket a kobtablazat egymés utan haromszori alkalmazaséval hatarozzuk meg:

27 pI/I

~ V=p" ~ V27146 ~ /30,05 ~ 3,109;

| g7 15012108 Y2467 1428 450:
P P T 3100 T 3109

!
ez 1/2
1 (= 1 ' ~ 0,350,
”’ 1,56012 - 104 2. 1 ,428
és ezek kilonboz6 (valos) szamok.

(2) bal oldalanak értéke z = 3,11, —0,46 és 0,35 helyettesitéssel 4 tizedesre kerekitve rendre +0,0090, —0,0022,
+0,0004, igy egyrészt x1 = 3,11, zo = —0,46, x5 = 0,35 jo kozelitéssel (2) gyokeinek vehetSk, masrészt utolag latjuk,
hogy e gyokok teljesitik a tett korlatozasokat.

Ezek szerint a gyokok hatvanyozasanak eljarasa ebben a példaban is hasznalhatonak bizonyult, és itt is az abszolit
értékek csokkend rendjében kaptuk a gyokok kozelits értékét (7) egymas utani szomszédos egytitthato-parjaibol.
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Megjegyzések. 1. Ismételten felhivjuk az olvasé figyelmét a megoldas szdvegének 6vatos megallapitésaira, korlatoza-
saira. Ezeknek az a magyarazata, hogy ha a gyckok nem mind valésak, és ha nem mind kiilénb6z6k — s6t még abszolut
értékben is kiilonboz6knek kell lenniiik —, akkor a bemutatott eljardsban bonyodalmak jelentkeznek. Azt még latjuk,
hogy ha (1)-nek egy gydke tobbszords gyodk, pl. x1 = xq, akkor o3 = 23, tehat (6) megfelels gyoke is tobbszoros gyok.
Ebbdl sejtjiik, hogy (6)-ban nincs idegen gyok. Az a kérdéses, hogy ilyen esetben a mondott hanyadosok egyenltk-e
(6) egy gyokeének (—1)-szeresével.

2. Mint lattuk, (2)-nek nem gySke 2 = 0, igy oszthatjuk x> /2-vel:

(1/2)* = (1/2)* =6+ (1/2) +2 =0,

ez pedig az 1420. feladatbeli z° — 22 — 6242 = 0 egyenlet reciprok egyenlete. Valoban, talalt gyckeink rendre az ottani
0,322, —2,175, 2,858 gyok reciprokaval egyenlsk.

II. megoldas. a feladat elsé részéhez. Legyen (1) valamelyik gyoke x¢; ekkor teljesiil:

(8) T3+ prd +qro +7=0.

oszthato e 3-mal, vagy nem:
9) @y +r = —prg — o,

és emeljiik kobre ezt az alakot. Rendezés és kiemelés utan a jobb oldal zardjele helyére (9) bal oldalat irva xo mindegyik
kitevGje oszthato lesz 3-mal:

g + 3raf + 3r’af + 1 = —pPaf — ¢*uf + 3pgad(—paf — qwo) =
=—p? xo - xo + 3pqx0(:c0 +7),

és tijabb rendezéssel
(x3)® + (p® — 3pg + 3r)(x3)? + (¢* — 3pgr + 3rH)z}y + 13 = 0.
Ezt a harmadfoku egyenletet (1) minden gyokének kobe kielégiti.

Ezzel ismét (6)-ra jutottunk. Ez az eljards azonban még nem biztosit arrol, hogy amennyiben (1) egy gyoke
tObbszords gyok, akkor az 1) egyenlet nem tartalmaz idegen gyokot, mas széval arrél, hogy az 1) egyenlet minden
gyokének kobgyoke kielégiti-e (1)-et.
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