I. megoldas. 1. Legyen az el6irasoknak megfelel6 ABC haromszogben az AB oldal, a C-bél kiindulé belsd szog-
felez6nek az AB egyenesig terjed6 C'D szakasza, valamint a C'A és C'B oldalak 0sszege rendre egyenls az adott ¢, f és
g = a + b szakasszal.

A CD szakaszon kijelolhets a haromszogbe beirt k kor O kézéppontja és meghatarozhato e kor sugara is. Forditsuk
ra CA-t C koril BC meghosszabbitasara és legyen A j helyzete F, igy BE = g, méasrészt CEA< = ACB</2 =
BCD<«, ezért AE || DC (1. abra).

1. dbra

Az ABC sz6g bels6 szogfelezGje C D-t O-ban metszi, AF-n levé pontja legyen F'. Ekkor az el6zdk és a szogfelezd
osztasaranya alapjan

(1) CO:0D=FF:FA=EB:AB=g:c
Ismeretes masrészt, hogy k-nak AC-n levé B; érintési pontjara nézve

a+b—c g-—c
2 CB; = = .
@) = .

Ezek alapjan a haromszoget az aldbbiak szerint szerkeszthetjiikk. A CD = f szakaszt g : ¢ aranyban kettéosztjuk az O
ponttal; a CO rész f6lotti Thalész-kort metssziik a C koriili, (g — ¢)/2 sugart korrel Bi-ben. Ekkor az O koriili, OB;
sugard kor lesz k, ennek C-bdl huzott érint6i és D-bdl hizott egyik érintGje rendre a C A, CB, ill. AB oldalegyenes.
(Az utobbi érintd tetszés szerint valaszthaté — amennyiben D-b6l 2 érint6 huzhato —, mert a 2 érint6 egymaés titkorképe
CD-re.)

A kapott haromszogben CD felezi az ACB szdget, masrészt az oldalak hosszara vonatkozoan (1), ill. (2) alapjan

(AC+CB): AB=CO:0D=g:c,

(AC+CB)-AB g—c
2 2

ezekbdl pedig egyszeri szamitas szerint AC + CB = g és AB = c.

A szerkesztés végrehajtasanak nyilvanvalo elss foltétele g > c. A By pont létrejon és k valodi kor, ha CB; < CO;
tovabbéa D-bdl lehet érintét huzni a kapott k-hoz, ha OD > OB, azaz

g—c g c 292 (g—o°
2 g+c g+c (g+¢) 4

Ezeket f-re megoldva és Osszefoglalva
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Ha f és a talalt fels6 korlat kozott egyenlGség all, akkor k& atmegy D-n, és egyenls szart haromszoget kapunk.

IT. A C-bdl huzott kiils6 szogfelezs akkor és csak akkor metszi az AB egyenest egy Dy pontban, ha a a # b. Legyen
ekkor CDy = fr és a —b = h > 0, igy Dy, a BA oldal A-n tali meghosszabbitasan van és a CD; szakaszon van
rajta a haromszog AC oldaldhoz hozzairt ky kiils6 érinté kor O, kozéppontja. A haromszog a ¢, fr és h adatokbol
a fentiekhez hasonloan szerkeszthets. Forditsuk ra C'A-t C korill a CB félegyenes C Fj, szakaszaba, és messiik a BOy,
(belst) szogfelez6vel az AE), szakaszt Fi-ban (2. dbra).



Igy AE}, || CDy, és BAE,/\ ~ BDCA, tovabba
(3) COb:OkaZEka :FkAZEkB:ABZh:C.
Masrészt, ky-nek a C A szakaszon levé By érintési pontjara nézve

b+c—a c—(a—b) c—h
B, = = = .
OB 2 2 2

Ezek alapjan a fentiekhez hasonléan megszerkesztjiik a C Dy, szakaszon Op-t, a COy szakasz f6l6tti Thalész-kor és a C
koriili (c—h)/2 sugara kor metszéseként Ba-t, O koriil Op By sugérral kp-t, és ekkor az ABC haromszog oldalegyeneseit
mint a kp-hez C-bdl huzott mindkét és a Dy-bol huzott egyik érintét kapjuk.

A szerkesztés helyessége a fentihez hasonld szamitassal bizonyithato.

A szerkesztés végrehajthato, ha h < ¢ és C By < COy. Az utébbi teljesiilése esetén (3) és ¢ > h alapjan

Oka > ObC > Ong,

tehat ha ky létrejott, akkor Dy-bol meghtizhaté hozza az érinté.
Goénddcs Ferenc (Gy6r, Révai M. Gimn.) dolgozatabol, kiegészitéssel

Megjegyzések. 1. A 11. adatharmas esetében célhoz ériink a BC oldalhoz hozzairt k, kiils6 érint6 kor folhasznélasaval
is. Ennek O, kozéppontja a CDj, szakasz C-n tili meghosszabbitdsan és az ABE), szog BF), kiils6 szogfelezGjén van,
és CO, : Oy Dy, = h : ¢, masrészt a kor AC-n levs Bs érintési pontjara CBs3 =s—b=(a—b+c¢)/2 = (c+ h)/2.

2. Hasonlbéan az I. adatharmas esetében az AB oldalhoz hozzairt k. kor (C'D meghosszabbitasan levs) O, kézép-
pontjara és AC-n levs By érintési pontjara CO, : O.D = g : ¢ és CBy = (g+¢)/2, ezek alapjan a fentiekhez hasonloan
végezhetjik a szerkesztést.

3. Megoldhatjuk a feladatot agy is, hogy a hdromszog oldalegyeneseit érinté korok O és O, ill. O, Oy kdzéppontjai
koziil az elébbi, ill. az utobbi part egyidejien hasznéljuk fel. Ezt csak az [. adathdrmas esetére mutatjuk be. Az
AD : DB = AC : CB aranypéarbol folcseréléssel, majd az 1. dbra BDC és BAFE hasonl6 haromszogei alapjan

AD:AC=BD:BC=BA:BE=c:g.

Eszerint A is, B is rajta van a D, C alappontokkal és a c¢ : g ardnnyal meghatarozott k* Apolloniosz-koron. Lattuk
mésrészt, hogy O és O, e kornek a C'D egyenesen levs pontjai, tehat az OO, szakasz a kor atmérgje. Ennélfogva a C D
szakasz folvétele, O és O, kijelolése és k™ megrajzolasa utan ebbe c hosszusagu és D-n atmend hurt kell illesztentink.

Siklosi Istvin (Budapest, Berzsenyi D. Gimn.)

4. A fenti k, k. korparnak C a kiilsg, D pedig a bels6 hasonlosagi pontja (mert centralisukat az AB koz6s belsé
érintd D-ben metszi), igy
DO : DO, =CO : CO,

mert mindkét arany egyenls a korok sugarainak o : o., aranyaval. E szakaszokat a C'A egyenesre vetitve, a vetiiletek
aranya ugyancsak egyenls, és az utobbi ketté — mint méar lattuk — kifejezhets c-vel és g-vel:
g—c g+tc

2 2 7

(4) D/Bl : D/B4 = CBl : CB4 =

ahol D" a D pont vetiilete (1. dbra).



Ezek alapjdn a C csics és a CA félegyenes helyzetét felvéve, ezen By és By, tovabbd, (4) alapjan D’ kijelolhetd.
Ekkor a D’-ben CA-ra emelt merélegesbdl a C koriili, f sugart korivvel kimetszhetjiik D-t, C A-nak CD-re val6
tiikorképe a C'B egyenes, By alapjan megkaphatjuk O-t és k-t (vagy Ba alapjan O.-t és k.-t), és ennek D-bdl huzott
érintGje az AB oldal egyenese.

A bizonyitast és a diszkussziot a fentiekhez hasonléan végezheti el az olvaso.

fr és a — b = h esetére Dy-nak C A-n levé vetiiletére hasonléan D} By : D;.B3 = CBs : CB3 = (¢ — h) : (¢ + h).

IT. megoldas (vazlat). Alapszerkesztésre vezethetjiik vissza feladatunk mindkét részét az 1438. feladatbarl] be-
bizonyitott — ill. csak kimondott — tétel felhasznédlasaval. Eszerint a D kozéppontu, f sugart (ill. a Dg-val és fi-
val meghatarozott) korhoz tetszés szerinti pontjaban huzott érintére folmérjik AB = ¢ szakaszt, majd ennek F
(ill. E*) végpontja korili g (ill. h) sugara korrel metssziikk az elébbi kort C-ben. Ekkor DCE< = ACB<«/2, (ill.
DiCE*<q = 90° — ACB</2), tehat ismerjiik a keresett haromszog C-beli szogét, innen kiindulé oldalainak Gsszegét
(kiilonbségét) és a szemben fekvs oldalt (3. dbra).

1. dbra

Lakatos Ldszlo (Budapest, Szazados uti Gimn.)

K. M. L. 33 (1966) 208. o. (a mostani feladat kitlizését tartalmazo szdmban): Az ABC haromszog C-b6l kiindulo szogfelezsjének az
AB oldallal val6 D metszéspontja koriil DC sugarral kort irunk, masrészt a C'B oldalt B-n tal meghosszabbitjuk a BE = C' A szakasszal.
Bizonyitando, hogy ekkor az E-b6l a korhoz huzott érinté hossza egyenlé AB-vel. Hasonloéan a C-nél levé kiils6 szog felez6jének AB-n levs
Dy, pontja koriili, Dy C sugart korhoz a B-t6]1 C felé folmért BE™ = C A szakasz E* végpontjabol hiizott érint6 hossza szintén AB.



