I. megoldas. Teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1 esetén (1) két oldala (—1+16) +2(—1+4) =21=(1+2) +
2(1+8), az allitas helyes. Feltessziik, hogy az allitds helyes n helyén valamilyen k(> 1) egész szamra.
Attérve az n = k + 1 esetre és 2k + 1-et a-val jelolve (1) bal oldalahoz a kovetkezs tagok jonnek hozza:

{—a*+ (a+ D)*}+2{-a*+ (a +1)*} =
={(a+1)*=a*} - {(a+1)*+a*+2} = (20 +1)(2a* + 2a + 3);
(1) jobb oldaladhoz pedig
a+(a+1)+2[a+ (a+1)3 =
=la+(a+1)]-{1+2[a®>—ala+1)+ (a+1)%} =
= (2a 4+ 1)(2a* + 2a + 3),
vagyis ugyanannyi. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
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Megjegyzés. A bizonyitas mutatja, hogy
Vor =m?* — (m — 12 . 4 (—=1)™~L. 1%k

jelolés mellett minden egész m-re fennéll (1), de a teljes indukcidt ez esetben m-rél m + 2-re célszerd végezni (és
megfelel6en az m = 1 és m = 2 eseteket kiprobalni).

II. megoldas. (1) tagjai kozott egyszeri Osszefiiggéseket talalunk:

Vi=@2=1hH+ 4 -3+, +[2n)' - (2n - 1) =
=1-24+ D)% +1%) +1-(4+3)4*>+3) +... +
+1-[(2n) + (2n —1)]-[(2n)* + (2n — 1)?] =

=[2(2% +1%) — 22 + 1] + [2(4® + 3%) — 4% + 3%+
+o - {2[2n) + 2n — 1)) = (2n)* + (2n — 1)%} =
=253 — Vs, azaz Vy + Vo = 2S53.

Vo=(22 1)+ (4% -3)+...+[2n)* - (2n - 1)} =
=1-{2+1)+(@A+3)+...+[(2n) + (2n —1)]} = S;.

E két Osszefliggést Osszeadva megkapjuk (1)-et.

Megjegyzés. A kifejezéseket egymastol fiiggetleniil is elGallithatjuk n fliggvényeként. Ismert Osszefiiggések szerint

Si=n@n+1), S3=(1+2+...4+2n)? = 5% =n?(2n+1)?,
Vo=—[12 422+ ... +(2n) ]+ 222 +4%+ ...+ (2n)?] =
2n(2n +1)(4n+ 1)

=— 5 +2-22(12 422 +...+n%) =

[-n2n+1)(dn+1)+ 2% -n(n+1)2n +1)] =

tovabbé teljes indukciéval igazolhatd, hogy

1
14+24+...+k4:%-k(k+1)(2k+1)(3k2+3k—1),

ennek alapjan V5 iménti szdmitasahoz hasonléan
Vi =2n(2n + 1)(4n* 4+ 2n — 1).

Ez az Gt azonban — mintegy a kevesebb Gtlet potlasdra — tobb szamolast igényel.
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