
I. megoldás. Teljes indukióval bizonyítunk. n = 1 esetén (1) két oldala (−1 + 16) + 2(−1 + 4) = 21 = (1 + 2) +
2(1 + 8), az állítás helyes. Feltesszük, hogy az állítás helyes n helyén valamilyen k(≥ 1) egész számra.

Áttérve az n = k + 1 esetre és 2k + 1-et a-val jelölve (1) bal oldalához a következ® tagok jönnek hozzá:

{−a4 + (a+ 1)4}+ 2{−a2 + (a+ 1)2} =

= {(a+ 1)2 − a2} · {(a+ 1)2 + a2 + 2} = (2a+ 1)(2a2 + 2a+ 3);

(1) jobb oldalához pedig

a+ (a+ 1) + 2[a3 + (a+ 1)3] =

= [a+ (a+ 1)] · {1 + 2[a2 − a(a+ 1) + (a+ 1)2]} =

= (2a+ 1)(2a2 + 2a+ 3),

vagyis ugyanannyi. Ezzel az állítást bebizonyítottuk.
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Megjegyzés. A bizonyítás mutatja, hogy

V2k = m2k − (m− 1)2k + . . .+ (−1)m−1 · 12k

jelölés mellett minden egész m-re fennáll (1), de a teljes indukiót ez esetben m-r®l m + 2-re élszer¶ végezni (és

megfelel®en az m = 1 és m = 2 eseteket kipróbálni).

II. megoldás. (1) tagjai között egyszer¶ összefüggéseket találunk:

V4 = (24 − 14) + (44 − 34) + . . .+ [(2n)4 − (2n− 1)4] =

= 1 · (2 + 1)(22 + 12) + 1 · (4 + 3)(42 + 32) + . . .+

+ 1 · [(2n) + (2n− 1)] · [(2n)2 + (2n− 1)2] =

= [2(23 + 13)− 22 + 12] + [2(43 + 33)− 42 + 32]+

+ . . .+ {2[(2n)3 + (2n− 1)3]− (2n)2 + (2n− 1)2} =

= 2S3 − V2, azaz V4 + V2 = 2S3.

V2 = (22 − 12) + (42 − 32) + . . .+ [(2n)2 − (2n− 1)2] =

= 1 · {(2 + 1) + (4 + 3) + . . .+ [(2n) + (2n− 1)]} = S1.

E két összefüggést összeadva megkapjuk (1)-et.

Megjegyzés. A kifejezéseket egymástól függetlenül is el®állíthatjuk n függvényeként. Ismert összefüggések szerint

S1 = n(2n+ 1), S3 = (1 + 2 + . . .+ 2n)2 = S2

1
= n2(2n+ 1)2,

V2 = −[12 + 22 + . . .+ (2n)2] + 2[22 + 42 + . . .+ (2n)2] =

= −
2n(2n+ 1)(4n+ 1)

6
+ 2 · 22(12 + 22 + . . .+ n2) =

=
1

3
[−n(2n+ 1)(4n+ 1) + 22 · n(n+ 1)(2n+ 1)] =

= n(2n+ 1),

továbbá teljes indukióval igazolható, hogy

14 + 24 + . . .+ k4 =
1

30
· k(k + 1)(2k + 1)(3k2 + 3k − 1),

ennek alapján V2 iménti számításához hasonlóan

V4 = 2n(2n+ 1)(4n2 + 2n− 1).

Ez az út azonban � mintegy a kevesebb ötlet pótlására � több számolást igényel.
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