Nyilvanvalo, hogy két (1) alaka szam Osszege és kiilonbsége is ilyen alakd, tovabbra is racionalis szam szorzokkal,
hiszen racionalis szdmok Osszege és kiilonbsége is racionélis.
Két ilyen alakt szamot Osszeszorozva

(a+w§+cw+m) (A+B\/§+C\4/§+D\4/§)=

= (Aa +2Bb +2Cd + 2Dc) + (Ab + Ba + Cec + 2Dd)V/2+
+(Ac+ 2Bd + Ca + 2Db) V2 + (Ad + Bc + Cb + Da)V/3,

és itt az egyes zardjelekben racionélis szamok allnak, ha minden betd racionélis szamot jelent.

Azt kell még belatni, hogy két (1) alakd szdm hanyadosa is ilyen alakt. Ehhez elég belatni, hogy egy (1) alak,
0-t0l kiilénb6z6 szam reciprok értéke is (1) alakt. Valoban, ha ez igaz, akkor két (1) alakt szam hanyadosa, mint a
szamlalonak és a nevezs reciprok értékének a szorzata, felirhato két (1) alaka szam szorzataként, és errél mar lattuk,
hogy (1) alakra hozhato.

Belatjuk elGszor is, hogy egy (1) alaka szam csak akkor 0, ha a = b = ¢ = d = 0. Valéban, legyen

a—+bvV2+cevV2+dve = (a+b\/§)+\4/§(c+d\/§) =0.

Ha c+dv?2 = 0, akkor d = 0, s igy ¢ = 0, mert kiilénben V2= —c/d, racionélis volna; ez esetben a + bV/2 is 0, amibsl
hasonloan a = b = 0 kovetkezik. Ha ¢ + dv/2 # 0, akkor v/2 kifejezve, majd a felléps tortet bovitve ¢ — dv/2-vel, ami
szintén nem 0, csak ha ¢ = d = 0, a kévetkez6t kapjuk:
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ahol e és f ismét raciondlis; négyzetre emelve
V2 =e?+ 212+ 2efV2.
Ez azonban nem lehetséges, mert ha 2ef # 1, akkor

€2+2f2
2=—
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vagyis racionalis szam volna; ha viszont 2ef = 1 volna, akkor e* +2f2 = 0 kellene legyen, ami azonban csak e = f = 0
esetben all fenn, esetiinkben tehat nem allhat. Az a feltevés tehat, hogy ¢ + dv'2 # 0, lehetetlenségre vezetett, s igy
egy (1) alakd szam valoban csak az a = b= ¢ = d = 0 esetben 0.

Legyen most a, b, ¢, d koziil legalabb az egyik 0-t6] kiilonbozs. Bévitsiik ez esetben a+ bv/2 4 ¢v/2+ d /8 reciprokat

a+b/2 -2 (c + d\/§) -vel. Ez nem 0, mert a, b, —c¢, —d kozt is van 0-t6l kiilonbozs.

1 a+b\/_—\4/§(c+d\/§)

a+bv2+ V2 (c+dv2) a?+2b% —ded — V2 (2 + 2d? — 2ab)

Itt a nevezs nem 0, s igy az a? + 2b* — ded + V2 (¢? + 2d* — 2ab) szam sem. Ezzel még bovitve a tortet a nevezében

raciondlis szam lesz, a szamlalé pedig két (1) alakd szam szorzata, s igy (1) alakra hozhato, mint mar lattuk. Osztva
meég a racionalis nevezdvel, ismét (1) alaka szamot kapunk. Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

Megjegyezziik, hogy b = ¢ = d = 0 esetén nem is szilikséges béviteni, ¢ = d = 0 esetén pedig elég a masodik tipusa

bévitést alkalmazni.
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Megjegyzés. A 2 szamrol csak azt hasznaltuk ki, hogy racionélis szam és nem négyzete egyetlen racionalis szamnak
sem. Ezért az allitas érvényes az a + by/n + c¥/n + dv/n3 alakt szamokra is, ahol n raciondlis és nem négyzete egy
raciondlis szdmnak sem.



