I. megoldas. 1. Minden az adott a, b, ¢ helyeken a 0 értéket felvevé harmadfokud fiiggvény a kovetkezd alakra
hozhato:

(1) y=k(z—a)(z—"b)(z—c)=k(z® = (a+b+c)a” + (ab+ bc + ca)x — abc),

ahol k alkalmas, 0-t6l kiilonbo6z6 dllando6. Keressiik egyszertiség kedvéért a fliggvényt abrazoloé gorbe érintGjét egyelbre
a tetszés szerinti x; abszcisszaju Py pontban, azutén alkalmazzuk majd az eredményt a kérdéses x1 = (a+b)/2 esetre.
P, ordinétaja

y1 = k(2§ — (a+ b+ c)af + (ab+ be + ca)z; — abe).

Legyen a gorbe egy més, P» pontjanak abszcisszaja xa, ekkor ordinataja
y2 = k(23 — (a + b+ c)x3 + (ab+ be + ca)zy — abe),

és a P Py szel6 iranytangense mia = (y2 — y1)/(x2 — x1). Forgassuk a szel6t P; koriil agy, hogy z2 mind kevésbé
térjen el x1-t6l, ekkor a P, pont kozeledik a gorbén P,;- hez és a szel6 hatarhelyzete az érint6 lesz, arra az esetre, ha
P; egybeesik Pj-gyel. mio szamlalojanak k-adrésze alkalmas kiemelésekkel igy alakithato:

Y2~
k
= (z2 — 1) (23 + 2122 + 2] — (a+ b+ ¢)(z2 + 21) + ab+ bc + ca).

= (25 —23) — (a+b+c) (x5 — 22) + (ab+ be+ ca)(xg — 1) =

Ennélfogva mindenesetre

mis = k(23 + z122 + 27 — (@ + b+ ¢)(z2 + 21) + ab + be + ca),
a mondott hatarhelyzetben, mivel zo = x4,

my = k(327 — 2(a+ b+ ¢)z1 + ab + be + ca),

és ekkor az érinté egyenlete
(2) y—y1=mi(x —x1).
Konnyt belatni, hogy mi zardjeles kifejezése harom szorzat 0sszegévé alakithato:
(3) my = k((z1 —a)(z1 —b) + (z1 — b)(x1 — ) + (z1 — ¢)(21 — a)).

Ezzel belattuk, hogy az (y2 — y1)/(x2 — x1) kifejezés xo = 21 esetén is meghatarozza az (érintébe atmend) szels
merequségét.
IL. Irjuk most (3)-ban és (2)-ben z1, y; helyére az eldirt, ill. (1)-bdl adodo
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értékeket, igy megkapjuk a kérdéses érint6 egyenletét, és azt kell belatnunk, hogy ezt az © = ¢, y = 0 pont kielégiti,
vagyis hogy fennall

(4) —Y1 = ml(C—!El)-

A jobb oldal els6 tényezGje (3) alapjan igy alakithato:

my = k(xy —a)(x1 —b) + k(x1 — ¢)(22 —a—b)zk(a;—b —a) (a—2|—b —b) ,
hiszen a masodik tag 0; vagyis mq egyenls y; szorzat alakja els6 harom tényezGjének szorzataval. (4) masodik tényezGje
pedig a behelyettesitéssel egyenléve valik y; utolsd tényezdjének (—1)-szeresével, tehat (4) valoban teljesiil. Ezzel az
allitast bebizonyitottuk.
Balogh Jozsef (Hatvan, Bajza J. G.)
Varga Gabriella (Szombathely, Savaria G.)

Megjegyzés. Az a, b, c abszcisszak nagysagviszonyarol semmit sem tételeztiink fel, ennélfogva pl. az;
y=02(x+2)(z—1)(z-5)

fiiggvény esetében c szerepét a —2, +1, +5 zérushelyek mindegyike felveheti, vagyis e fliggvény grafikonjahoz harom
az allitasnak megfelels érinté huzhato.



y=0,2(x+2)(x —1)(x —5)
Azt sem hasznaltuk fel, hogy a, b, ¢ kiilonb6zsk, sem azt, hogy (a + b)/2 és ¢ kiilonbozsk. Pl. az
y=(x+3)(x—-2)(x—-T7)/12

fliggvény esetében a kozépss zérushely éppen egyenld a legkisebb és legnagyobb zérushely szamtani kdzepével.

y=(x+3)(x—-2)(x—-"T)/12

II. megoldas. Az allitas kovetkezs megforditasat bizonyitjuk: az y = k(z—a)(z—0b)(z—c) fiiggvény g grafikonjanak
C(c,0) pontjabol a gérbéhez huzott érint érintési pontjanak abszcisszéja (a+b)/2. A C ponton atmend tetszés szerinti
e egyenes egyenlete y = m(z — ¢), ahol m tetszés szerinti allando. g és e tovabbi két metszéspontjéanak abszcisszéja a

k(x —a)(xz — b)(x —¢) = m(z — ¢)
egyenletbdl adodik. Az érdektelen C' metszéspontra vezetd x — ¢ tényez6t mindkét oldalon elhagyva:

k(x —a)(x —b) =m, azaz ka®—k(a+b)x+kab—m = 0.

A két metszéspont zp és xo abszcisszdjanak szamtani kozepe a gyokok és egyiitthatok kozti Osszefiiggés alapjan
mindenesetre

1 1k(a+b) a+b
5(561 +x2) = 3T n T g
ez tehat akkor is all, ha e-nek azt a helyzetét vessziik, amelyben z; = x2, vagyis amikor e éppen érint6. Ekkor

(x1 4+ 22)/2 = 21 = (a +)/2, ezt akartuk bizonyitani.

Ebbdl azért kovetkezik a feladat allitdsa, mert a harmadfoka fliggvény grafikonjanak minden egyes pontjaban
egyetlen érint6je van. Lattuk ugyanis az I. megoldas (3) kifejezésében, hogy Pi-nek z; abszcisszaja egyértelmiien
meghatéarozta az érinté irdnytangensét.

Juhdsz Agnes (Budapest, Berzsenyi D. G.)

széspontjai koziil ketts egybeesik.

III. megoldas (vazlat). Messe az y = px + ¢ egyenes az y = k(z — a)(x — b)(x — ¢) fliggvény grafikonjat az x1, 2,
x3 abszcisszaju pontokban. Az abszcisszak a

(5) k(z —a)(z = b)(x —¢) = (pr+4¢) =0



egyenlet gyokei, igy 6sszegiik a harmadfokt egyenlet gySkei és egyiitthatoi kozti Osszefiiggés alapjan egyenls az 22 és
23 elétt allo egyiitthatok hanyadosanak (—1)-szeresével. Ez (5) polinomma alakitasa alapjan

T1+x2+23=0a+b+c.
Ha most azt az egyenest vessziik, amelyre z; = x5 = (a +b)/2, akkor x3 = c. Es forditva, ha z3 = ¢, és 21 = x, akkor

x1 = (a+b)/2.
Havas Jinos (Budapest, Berzsenyi D. G.)



