I. megoldas. a) és b) eset. A parabola definicidja igy is fogalmazhato: a parabola azon korok kozéppontjaibol all,
amelyek atmennek az F' fokuszon és érintik a d vezéregyenest. Adott P és P> pontjaink koriil megrajzolhatjuk ezt
a kort, akar F, akar d adott a felsorolt harom elem koziil (1. abra), és ekkor az a) esetben d lehetséges helyzeteit a
két kor kiils6 kozos érint6i adjak, a b) esetben pedig F' lehetséges helyzeteit a két kor kozos pontjai, végil a tengely
mindig az F-en atmend, d-re merGleges egyenes lesz.

1. dbra

Az a) esetben csak akkor nincs megoldas, ha a két koér F-ben éppen érinti egymaést, és egyikiikk benne van a
mésikban, azaz ha F', P, P, ebben a sorrendben egy egyenesen van, hiszen P P» hurja a parabolanak és F' csak belsé
pont lehet. Minden mas helyzet esetén nyilvanvaléan 2 kozos érintGje van a kordknek.

A b) esetben mar eleve lathato, hogy nincs megoldas, ha d szétvalasztja Pi-et és Pa-t, vagy ha pl. P; a d-n van.
Egyébként 2 megoldas van vagy nincs megoldas aszerint, hogy a két kornek van 2 kiilonb6z6 kozos pontja, vagy nincs
kozos pontjuk. Kiils érintkezésiik esetén 1 megoldas van; bels6 érintkezésiik esetén viszont nincs megoldas, mert igy
egyetlen kozos pontjuk d-n volna, és a fokusz a vezéregyenesre esne; ez a helyzet akkor allna be, ha P/P, L d, a P P;
hiar parhuzamos lenne a tengellyel, ez pedig lehetetlen.

¢) eset. Feltehetjiik, hogy P; és P, a t tengely két partjan van, éspedig P> tavolabb van ¢-t6l, mint P;, mert a
parabola szimmetrikus t-re, a pontok P/, Py tiikorképe is a parabolan van, igy P; P, nem lehet sem parhuzamos t-vel,
sem merdleges ra.

Amennyiben P; rajta van t-n, akkor ez a parabola C' cstcsa, és az itt ¢-re dllitott ¢ merdleges a csicsérintd, ennek
ismert tulajdonsagai alapjan konnyen célba jutunk: P-nek c-n levd vetiiletét Qo-vel, a P;Q2 szakasz felez6pontjat
Ry-vel jelolve a Py Ro-re Ro-ben allitott merdleges t-bél az F-et, a P,Q2 egyenesbdl pedig a d-vel valdé metszéspontjat
metszi ki. (Ezutan P; nem lehet a ¢-n.)

2. dbra

Py-nek a PP egyenesen levs Sy vetiiletérsl valo tévolsaga megadja, mennyivel van tavolabb d-t6l P, mint Py
(2. abra, konny( ugyanis belatni, hogy a tengelytdl tavolabbi P, pont d-t6l is tavolabb van, mint P;), igy a definicid
alapjan P, és P vezérsugarainak kiilonbségét is megadja: PoF' — P F = P»S5. Eszerint az F koriil F'P; sugarral irt
k kor kiviilrsl érinti a Pp koriil P»Sy sugarral irt ko kort. Ezzel F' megszerkesztését visszavezettiik a Py, P| pontokon
atmend és a ko kort kiviilrdl érint6 k& kor megszerkesztésére. Ezt az 1406. feladat I. megoldéséba lattuk. Itt P,
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P| a ko-re nézve kiils6 pontok (egyik sem azonos Sa-vel), ezért k csak kiviilrdl érintheti ko-t. A szerkesztést az dbra
mutatja. Ez valamivel egyszerdbb az idézett helyen leirtnal, hiszen a H-bol ke-hoz htizhato érint6 hossza mér ismeretes:
a HSs szakasz. (A varhato mésodik k kor elfajult a P, P| egyenessé.) Ezutan d-t az a) eset szerint szerkeszthetjiik.
(Az olvasora hagyjuk annak bizonyitasat, hogy az adodo kozos érintk egyike merdleges t-re.)

Bod Judit (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IIL o. t.)
Szabd Kldra (Esztergom, Dobé Katalin g. IIL. o. t.)

Megjegyzés. Tobben a szerkesztést igy vélték befejezni: ,megszerkesztem azt a hiperbolat, melynek féokuszai P,
Py, és valos tengelyének hossza a P, So szakasz, ez metszi ki t-b6l F-et.” — Ez helytelen. Az adatokbol a hiperbolanak
tetszés szerinti — de csak véges — szamu pontja szerkeszthetd meg. Eppen forditva, ha valahol hiperbola és egyenes
metszéspontjanak megszerkesztése a feladat, ezt a fenti vagy mas efféle szerkesztéssel szokas végrehajtani.

A tovabbi megoldasokban csak a ¢) esettel foglalkozunk, és ebben is az adott pontokat ¢-n kiviilieknek vessziik

II. megoldas. Messe a P; és P, koriili, F-en atmeng korok metszéspontjait 0sszekotd egyenes (ill. érintkezésiik
esetén a kozos bels§ érint6jiik) d-t az E pontban (1. abra). E felezi a kéroknek d-n levé Dy, Dy érintési pontjai kozti
szakaszt, hiszen ED? = EF - EF' = ED%. Eszerint E rajta van a P P> szakasz G felez6pontjan dtmend, és a t-vel
parhuzamos g egyenesen is. Masrészt E'F merGleges P; Po-re, mint a korok centralisara, tovaibba F'D; felez merdlegese
Atmegy Pj-en.

Ezek alapjan F-et és E-t a kovetkezGképpen szerkeszthetjiik. A Pj-en at ¢-vel parhuzamosan huzott egyenes tet-
szés szerinti D] pontjaban allitott merdleges messe g-t E*-ban, az E*-bol Py Ps-re bocsatott merdleges t-t F*-ban,
DI F* felez6 mer6legese DY Pi-et Pf-ban. F*-bol t-re és E*-bol g-re P; Pi-gyel egyenld és egyiranyua szakaszt mérve,
megkapjuk F-et és E-t, végiil az E-bdl t-re allitott merdleges adja d-t.

Jod Istvdin (Pannonhalma, Benceés g. I1I. o. t.)

Megjegyzés. A fentiekben a kovetkezs tételt talaltuk: a parabola bdrmely hurjdira a fokuszbol dllitott merdleges
dtmegy a hiur felezépontjinak a vezéregyenesen levd vetiiletén.

II1. megoldas. Megszerkesztjiik a parabola C' csticsanak helyzetét és p paraméterének hosszat. Ekkor C-t6l ¢-n
mindkét iranyba p/2 szakaszt folmérve F-et, ill. d-nek tengelypontjat kapjuk. (F az, amely kozelebb van P;-hez.) A
koordinata- geometria eljarasait hasznaljuk, origonak (a még ismeretlen) C-t, X-tengelynek ¢-t vessziik, igy a parabola
egyenlete y? = 2px; P; koordinatai legyenek (z;, y;), i = 1, 2, ahol fontebbi megallapodasainkat fenntartva zo > 21 > 0,
és yo > 0. Igy a Py P, egyenes a iranyszoge pozitiv hegyes szog (3. dbra), és
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Eszerint a P, P, har M felez6pontjan at a htrra és a tengelyre allitott merglegesek kozé a tengelybdl p hosszusaga
szakasz esik, hiszen a keletkezs derékszogti haromszogben a két merdleges kozti sz0g «, és a t-re meréleges befogo M
ordinataja: (y1 + y2)/2 (ami > 0).

A CP; egyenes és a P, -n at t-re allitott RP, merdleges (Q metszéspontjanak ordinatédja
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ebbdl Q megszerkeszthets (lasd Pf, R', R"), és QP kimetszi t-b6l C-t.

Megjegyzések. 1. Szamos mas szerkesztés talalhato a dolgozatokban p és x; hosszanak elgallitasara, tobbnyire az tn.
negyedik aranyos, ritkdbban a derékszogli haromszogben kozéparanyos szerkesztése, vagy Pitagorasz tétele alapjan.
Gyakori a segédabra hasznalata, ilyen utidn a megszerkesztett szakaszt még at kell mérni a kell§ helyzetbe. Tébben
a parabola egyenletét y = 2 alakban hasznaltak és megszerkesztették az egységszakasz hosszat, ami lényegében p
szerkesztése, hiszen itt p = 1/2.

2. C-t a p folhasznalasaval is szerkeszthetjiik. Ismeretes, hogy a parabola érintGje a csucsérintébél fele akkora
szakaszt metsz le, mint az érintési pontnak a tengelytdl valo tévolsaga. Ezt a P, pontra alkalmazva a 3. abran CN =
RPy/2, és tovabbmenve azt kapjuk, hogy az érinté t-t az R pontnak C-re vett R; tiikorképében metszi, azaz RR; =
2xy = y% /p. Eszerint R; az iménti eljarashoz hasonléan megkaphaté: RRs = p-t folmérve t-re (agy, hogy R2 Py > RP;
legyen) az RoPj-re Py-ben éllitott merdleges t-bol kimetszi R;-et, és ekkor RR; felezdpontja C.



3. dbra

Eljardsunk egyszertsithetd, észrevéve, hogy Ri-et éppen a Py-beli €}, érint6vel metszettiik ki, hiszen igy RP; felezd
merGlegese N-ben metszi e5-t, Ry el6allitdsa mellgzhets, N vetiilete C. — Ekkor F-et az ej-re N-ben emelt mercleges
(ami ||RaPy) is kimetszheti ¢-bol.

Bottydn Istvan (Hatvan, Bajza J. g. III. o. t.)

3. Még egyszertibb C szerkesztésére a kovetkez eljaras. A Py P» szel6 egyenlete 2px — (y1 + y2)y + y1y2 = 0, innen
a szelS és a tengely S’ metszéspontjanak abszcisszaja y = 0 helyettesitéssel 2’ = —y1y2/2p. Ebbél a P[P, szels S”
metszéspontjara nézve, y; helyére a negativjat irva 2" = —x'. Eszerint C a tengelyb6l a Py Py és P| Py egyenesek kozé
es6 S'S" szakasz felezGpontja.



