I. megoldas. Jeloljiikk £ meréleges vetiiletét AC-n Ey-gyel, ekkor F1E = CF és AELE A~ ACB A, igy CF
ugyanakkor a legkisebb, amikor AF.

Az AF mint atmérs f6lé rajzolt félkor atmegy a C'B oldal D pontjan és megforditva, ha egy félkor AE atmérGje
AB-n van és a félkor atmegy BC egy D pontjan, akkor DE | AD, s igy E és C'B-n levs F' vetiilete a feladatban leirt
moédon keletkez6 pontok.

Igy a feladatot visszavezettiik a kovetkezére: keressiik a legkisebb atmeérdji félkort, amelyiknek AE atméréje az
AB egyenesen van és amelyiknek van k6z6s pontja BC-vel. Megmutatjuk, hogy ez a BC-t érint6 félkor. Huzzuk meg
ugyanis egy tetszés szerinti leirt tulajdonsagu félkérnek a BC-vel parhuzamos érintGjét. Ez az AB és AC egyenesekkel
egy ABC-hez hasonlo és azt tartalmazo haromszoget zar be; igy beldle kicsinyitéssel kapjuk az ABC haromszoget és
benne a BC oldalt érint6 félkort. Az utobbi félkdr atmérGje tehat a legkisebb a vizsgalt félkorok kozt, amint allitottuk.
Legyen ekkor k" kozéppontja K', az érintési pont D', igy BC 1L K'D’ || AC, és AD'K’ egyenl6 szara haromszog, ezért

K'AD'«« = K'D' A< = D'AC«,
tehat a legrovidebb C'F-re és legrovidebb AFE szakaszra vezet$ D pontot a C'AB szog felezGje metszi ki a C' B befogdbol.
II. megoldas. A szerkesztés folytan DEF és ADC hasonl6é haromszogek,

DE

DF = AC -
¢ AD

vagyis DF hosszat az ADFE derékszogl haromszog kicsinyitésével is megkapjuk, A-bol induld befogdjat AC hosszu-
sdgunak véve, ekkor a keresett hossz a masik befogd. Egyszeriien kapjuk ezt, AC-t az AB egyenesre folmérve, és a Cy
végpontban allitott merdlegessel metszve az AD egyenest Di-ben; igy C1 D, = DF, és CF = CD + CyD;. Ekkor a
C1D; egyenes a C'B tiikorképe a C AB szog felezGjére nézve, ezért a C B, C; D1 egyenespar G metszéspontja rajta van
a szogfelezdn.




Ha D-t éppen G-ben vettiik fel, akkor D, is itt adoédik, és CF =CD+ DF =CG+C1D; =CG+C1G =2 -CG.
Megmutatjuk, hogy D minden més helyzetében CF > 2CG, vagyis D keresett helyzete éppen a G pont. A CD < CG
esetre szoritkozunk (2. a abra), a CG < CD < CB eset hasonlo atgondoléasat az olvasora hagyjuk (2. b dbra). CD < CG
miatt CAD< < CAB</2, D1 a CB-nek A-t nem tartalmazo6 partjan adodik. A DD, G haromszogben

D1DG< = ADC« =90° — CAD< > 90° — C1 AD1<« = AD,1C1<< = DD, G4,

ezért D1G > DG, tehat CF = CD+C1G+GD1 > CD+C1G+ DG = CG+ C1G = 2CG, amit bizonyitani akartunk.
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II1. megoldas. DEF és ADC, valamint EF B és ACB hasonl6 derékszogi haromszogek (1. abra), ezért AC = b,
CB=a,CD =2z, CF =y és AB = c jeloléssel egyrészt
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A tortet eltavolitva, az egyenletet 0-ra redukalva és a bal oldalt teljes négyzetté kiegészitve:
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Itt a bettk pozitiv tavolsdgokat jelentenek, tehat a bal oldal nem negativ, s igy a jobb oldal sem lehet az. y értéke
ugyanakkor a legkisebb, amikor a szogletes zardjelbeli els6 tagé, tehat amikor
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amiben felismerjiik a szogfelez6 lemetszette szakaszt.
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Megjegyzés. A fentieket megkaphatjuk trigonometriai uton is. Legyen AC = 1, CAD< = ¢, CAB< = «, igy
DAB< = a — ¢, tovabba CD = tgp, AD = 1/cosp, DE = ADtg(a — @), DF = DEcosy = tg(a — ¢), és az
addicio tétellel, a nevezdben ad6do szorzatot Gsszeggé alakitva cosu cosv = [ cos(u+v) + cos(u — v)] /2 alapjan, végiil
a nevez6t novelve

>
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tovabba egyenl@ség csak cos(2¢ — ) = 1, 20 —a =0, ¢ = /2 esetén all f6nn.
Hasonléan, valamivel egyszertibben
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