L. Legyen el6szor D az ABC haromszogon kiviil. Ekkor E a C'A meghosszabbitasédn, G a BA meghosszabbitasan, és
H a DE meghosszabbitasan adodik (D és E kiilonbozé pontok). Igy J 1étrejon, tehat K is, éspedig A-t6l B iranyaban,
mert GK = HJ > HD —JD = HD — ED = HE = GA. Tovabba a DK egyenes azon az oldalan metszi az EA
egyenest egy L pontban, amelyiken C' van, mert

AK =GK -GA<HD-HE =ED,

hiszen Thalész tétele szerint DH J derékszog haromszog, és DH az atfogdja.

Meg fogjuk mutatni, hogy az AK L haromszog teriilete fele akkora, mint az A BC haromszogé. Ebbdl mar kovetkezik,
hogy L az AC szakasz belsejében van. Az ellenkez$ esetben ugyanis az AK L haromszog magaban foglalnd az ABC
haromszog felét kitevé AC)C haromszoget. Tovabba hogy K nem lehet AB meghosszabbitasin, mert akkor DK a
By B meghosszabbitasat metszené, s igy By benne lenne az FDK szogtartoményban, tehat az AL szakaszon, ekkor
pedig az ABC haromszog felét kitevé ABBy haromszog volna az AK L haromszog része. Igy az AK L haromszog része
az ABC haromszognek, a szerkesztG eljaras kiilsé D pont esetére helyes.

A végzett szerkesztés szerint AEF és ACG hasonlo haromszogek, ezért

AC  AB-AC
(1) AG=AF- oo == P
hiszen F negyedeli az AB oldalt. A DHJ haromszégbgl
(2) GK? =HJ?> =DH? - DJ?> = DH? - DE* = (DH + DE)(DH — DE) =

= (EH +2DE) - EH = AG? + 2DE - AG.

Messe még az AC-vel D-n at hizott parhuzamos az AB egyenest M-ben; ekkor az AK L, M K D hasonld haromszog-
parbol

AK AK
(3) AL=MD - 3= = AE - T,
ezért (2), majd (1) felhasznélasaval
AK? (GK — AG)?
W AR AL = AR Sre = AR e Ra ~
AG? +2-DE - AG - 2KG - AG + AG? AB - AC
= AR DE + AG — KG = AE24G =

(Felhasznéltuk, hogy K a GM szakaszon van, hiszen GK = HJ < HD = GM.)
Végiil (4)-et sin BAC-vel szorozva jobbrol az ABC haromszog teriilete all, balrél pedig az AK L haromszog terii-
letének kétszerese. Ezt akartuk bizonyitani.



II. A D pontot a CyB szakaszon felvéve az eljaras nem hasznélhatd, E az A-ban addédik, de G nem jon létre.
(Ekkor azonban D jatssza K szerepét és (4)-et AD : ACy = AC : AL alakban irva a vizsgaltnal egyszertibb szerkesztés
adodik: L-et AC-b6l kimetszi a DC-vel Cp-on at fektetett parhuzamos.)

III. D-t az SCyB haromszogben valasztva — beleértve az SCy, SB szakaszokat is, de Cy, ill. B nélkiil — a fenti
szamitas egyes részei modosulnak. (Az dbra a DK egyenes ilyen Dy pontjabol kiindulva is bemutatja a szerkesztést, a
megfelels pontok jele mellett mindeniitt 1-es index all.) Ekkor Gy az AB félegyenesen adodik, egyébként (1) érvényes.

H, mindig F1D; meghosszabbitasan adodik. Legyen ugyanis CE; = ky - CA — ahol 2/3 < k; < 1 — és messe a
D, E; egyenes ByB-t Vi-ben, CCy-t Uy-ben, vagyis Dy az U;V; szakaszon van, megengedve a végpontokat is. Ekkor

BoE = (2k1 — 1) - BoA, EiDy < E1Vi = (2k1 —1)- AB,

AB
AEl = (1 — kl) . CA, AGl = E1H1 = m,
1 1+ (4k; — 3)?
kFiH{ - F{D;>F/H — F =AB|—— -2k -1) )| =AB ————
1Hy 1D1 > EvH,y Vi <4(1—k1) (2k1 )) S =) >0,

vagyis Hy az F1V; meghosszabbitasan van.
J1, K létrejon, mert Dy Hy > F1Dq. Ugyanis Di-t az Uy Vi szakaszon mozgatva Fy, G1, H; allandok, és D1 H;
legkisebb és E; D; legnagyobb lehetséges értékének kiilonbsége nem negativ:

D1H1 - E1D1 2 V1H1 - E1V1 = ElHl - 2E1‘/1 = AB (ﬁ - 2(2]€1 - 1)) =
— h1
AB(4k; — 3)2
St NN §
®) 41—k) !

(2) igy modosul:

(6) K\G? = H,J} = DH} - E\D? = (D,H, + E\D,)(D1H, — E\D;) =
= E\H, (E\H, —2E,D;) = AG3 — 2E,D; - AG;.

(3) véltozatlanul érvényes. (6) és (1) alapjan

AK? (AGy — K1G1)?
AK, - AL, = AE; - L _pp, 2L 1L
! ! VMK, VMG - KL Gy
AG? —2K,G, - AG, + AG? — 2E,D; - AGy AB - AC
= AR - —L L —9AE, - AG, = 22 %
! AG, — E,D, — K,G, 1 AG 2

vagyis a (4) szolgaltatta eredmény valtozatlanul érvényes. (Felhasznaltuk, hogy G1K; egy iranyt GiA-val, vagyis
HyD1-gyel, Gy Mi-gyel, és hogy G1My = H1 D1 > H1J1 = G1K;.) Ezek szerint a szerkesztés a CpSB szogtartomany
minden pontjara érvényes, kivéve a CyB szakaszt.

(5) szerint specidlisan a k1 = 3/4 és D; = V; esetben D1 H; = E1 Dy, innen G1K; = HyJ; =0, G; = K;. Amde
ugyanakkor AG; = AB, vagyis K1 a B-ben adodik, a felez6 egyenes ByB, ami kozvetleniil is vildgos. — Ugyanez
varhato az SB szakaszon levé D1 = V4 pontokra is. Ekkor (6)-bol, (5)-6t felhasznalva

(4ky — 3)2AB?

K\G3 = E\H,(E\H, — 2E,V}) = o2 amibol
K\G, = |4]i11(1_—3|k11)43 = (4]11(1_—32.1;43’ ha Z <k <1,
)
Az els6 esetben valoban fennall
AK, = AG, — K\G1 = AB <4(1 i i 4‘?’1“__5)) = AB.

A maésodik esetben viszont csak akkor esik K7 a B cstcsba, ha G1-t6l nem A, hanem B felé mérjiik fel a HyJ; szakaszt,
hiszen 2/3 < k1 < 3/4 esetén mar G, is az AB szakasz pontja, mert 4(1 — k1) > 1, AG; < AB. Eszerint az ilyen
D, = V; ponton at az eljarasunkkal kapott teriiletfelez6 egyenesen feliil mas ilyen egyenes is létezik. Ez persze nem
hibaja eljarasunknak. A vizsgalt modon megkapunk egyet a teriiletfelezs egyenesek koziil.

Szerkesztésiink S-bdl kiindulva a CCj stulyvonalat eredményezi, ugyanis k1 = 2/3 esetén AGy; = AB - 3/4 és
K1G, = AB/4, K1 = Cy, de a BBy, valamint az AS stlyvonal is felezi a haromszog teriiletét.

Hasonléan kimutathato, hogy az SCy szakaszon levé D = Uy pontokra mindig K; = Cy adddik.



IV. A sik minden pontja beletartozik egyikébe annak a 6 szogtartoménynak, melyek kozos cstcsa S, és amelyeket a 3
sulyvonal félegyenesei hatarolnak. A tovabbi ilyen D pontok esetében ugy valik eljarasunk alkalmassé és a fentiek szerint
érvényessé, hogy minden el6fordulo A, B, C beti helyére egy més sorrendjiiket irjuk; ha pl. a ByS A szogtartomanyban
van D, akkor A, B, C helyére rendre C, A, B irand6. — D bizonyos helyzeteiben az eredeti bettizés szerinti szerkesztés

moédositjuk, ennek vizsgalatat azonban itt nem tekintjiik feladatunknak.

V. Csekély végrehajtasi egyszertsités adodik abboél az észrevételbsl, hogy a D, E, H pontharmas eltolassal atvihet6
M, A, G-be. Ha H helyett M-et szerkesztjiik, az M G atméré folé irjuk a Thalész-kort, ebbdl az M koriili, M A sugaru
korivvel metssziik ki J*-ot, végil ezt G koriil raforditjuk AB-re, a K pontba, ez csak annyival kevesebb az elGirt
szerkesztésnél, hogy a 7. lépésben nem kell atemelni a korzé csacsat H-bol G-be.



