Megoldas. I. Legyen A* egy olyan cstcs, amelybdl induld élek paronként egyenls szoget zarnak be. Allitsuk a P
paralelepipedont egy ezt tartalmazdé A*B*C*D* lapjaval egy H vizszintes asztallapra, legyen a feddlapnak A*-gal
szomszédos csiicsa A, és legyen AA*B << = AA*D*< = B*A*D*< = a. Az o = 90° esetet kizarjuk, mert a jol ismert
kockara vezet.

P magassagat megadja A-nak a H-n levs A’ vetiiletétsl valo tavolsaga. Megmutatjuk, hogy A’ rajta van az A*C*
atlo egyenesén. Az A*B* A lapot az A*B* él koriil forgatva a fenti szogegyenl6ségek, valamint AA™ = D*A* miatt A
athalad D*-on. Forgatasanak S sikja meréleges H-ra, mert H tartalmazza a tengelyt. Ezért A barmely helyzetében
H-n levs vetiilete rajta van a D*-on atmend A*B*-ra merdleges g egyenesen, vagyis A’ is a ¢g-n van. Ugyanigy
adodik AA* = B*A*-bol, hogy A’ rajta van a B*-on dtmend, A* D*-ra merdleges egyenesen is. Ezek szerint A" az
A* B*D* haromszdg magassagpontja. Ennélfogva dtmegy A’-n e haromszég A*-bol kiindulé magassagvonala is, ami
pedig A*B* = A*D* miatt azonos az alaprombusz A*C™ 4tl6 egyenesével. Ezt akartuk bizonyitani.

Messe S az A*B* tengelyt E-ben, igy a keresett magassag:
m = AA = VAE* - A/E*.

Az AA*E, és D*A*E derékszogli haromszogek A*-nél levs szoge «, ill. o > 90° esetén 180° — «, ezért AE =
asina, A*E = |acosal, ahol a a rombuszlapok oldalanak hossza. Az A’A*E derékszogii haromszog A*-nal levo
szoge o /2, mert vagy azonos a B*A*C™ szoggel, vagy annak cstcsszoge, tehat A'E = A*E - tg /2,

m= \/a2 sin® o — a2 cos? artg? /2.

Az alaplap teriilete a? sin o, igy a térfogat

(1) V=V(a a)=a® sina\/sin2a — cos? artg? a/2.

A gyokjel alatti K kifejezés goniometriai 6sszefliggések alapjan tobbféleképpen alakithato. Legyen roviditésiil cos o /2 =
c,tga/2=1t. Az 1 +tg?x = (cos’ x +sin? x)/ cos® x = 1/cos’x és cos2x = 2 cos? x — 1 azonossagok felhasznalasaval

2

K=1—(1+t2)6052a:1—coi2a:
_ 1 4 4 2 _ —4 2 2 4) =
—0—2(— ¢ +5¢ —1)—6—2(0 —1)(c* —1/4) =
@) =(1-¢)2c+1)(2c—1)/c
Misképpen, sino = 20/(1-+ ), cosa = (1~ £)/(1 + ) alapiin
4t 1—t2)t2  t*(3—12
(3) K= 2_( 2)2: ( 2),t0vébba
(1+2)? 1+ 1+t
(4) K—1—costa 1+1—cosa :—2(cosa—1)(cosa+1/2):
1+ cosa 1+ cosa
1 —cosa
— —— 2% (1 4 2cosq).
1+cosa (1+2cosa)

A legutobbi szerint

(5) V =d? s1natg & VI 2cosa = 2a° sin? 5\/1+2cosa



A K > 0 nyilvanvalo kovetelmény miatt P Osszeéllitasa csak olyan rombuszlapokbol lehetséges, amelyeknek A*-beli
szogere (2)-(4) miatt fennall 2¢ — 1 > 0, 3 — 2 > 0, azaz cosa/2 > 1/2, V3 > tga/2 (> 0), ill. 14 2cosa > 0,
cosa > —1/2, vagyis mindharombol o < 120°. Ez kozvetleniil is belathato, hiszen harom 120° szogil rombuszt
Osszeillesztve azok egy sikban lesznek, o > 120° esetén pedig kett6t Osszeillesztve, és egyiket a kozos €l koriil forgatva,
az « szOgek szabad szarai kozti szog sohasem nagyobb 360° — 2a-nél, a harmadik lap nem illeszthetd hozza mindkét
laphoz.

Konnyen lathato, hogy mas feltétele az Osszeallitasnak nincs. Eszerint a < 120° esetén a 6 egybevagd rombuszlap
akar hegyes, akar tompa szogével alkothat A* tipusi csiicsot, ha viszont a rombusz tompaszoge = 120°, akkor csak a
hegyes szoggel képezhetd ilyen cstcs.

II. Kifejezhetjiik V-t a rombusz A*C* = e, B*D* = f atloival is. Ezekkel

1
a==-+ex+ f2 tgg = i,
e

2 2
s mp  amg ef 2ef
mo——— — = — — ———
a a? 2a2  e2 + f2

(m1 a rombuszlap magassaga), igy (3) és (1) alapjan

V=Vie,f)= é( 2+ f7)V/3e2 — f2.

(A Kkifejezésnek az 1. résztdl fiiggetlen levezetését az olvaséra hagyjuk.)
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Megjegyzés. Néhany dolgozat szerint a feladat szovegének 2. mondata folosleges. Valoban, ha P egy tetszés szerinti
cstcsaban van két kiilonboz6 szog, akkor a harom szog kozil ketts egyenls. Az egyenls szogek kozos szara mint él
mentén dtmenve P szomszédos csucsaba, itt 3 egyenls szoget taldlunk. — A 2. mondattal f6losleges esetszétvalasztasok
elkeriilését célozta a szerkesztGség.



