1. dbra

I. megoldas. a) Allitsunk mindegyik felhasznalt osztéponton 4t merdleges sikot az illets élre. Az egy élre merd-
leges sikok a kockat k szamu, valamelyik kockalappal parhuzamos rétegre osztjak, és a tobbi sikok ezeket k® szami,
1/k élhosszusagu, 1/ k® térfogata kisebb kockara. Nyilvanval6, hogy minden ilyen kis kockat a maga egészében vagy
eltavolitunk, vagy nem, ezért a térfogat megallapitasa a megmarado kis kockdk Osszeszamlalasaban all.
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3. dbra

A szamlalast vizszintes rétegenként végezziik. A péaratlan sorszamu rétegek egybevagok egymassal (2. abra), ugyan-
igy a paros sorszamuak is egymés kozott (3. dbra), ugyanis az el6bbieken az eltavolitandé hasabok koziil csak az allok
haladnak 4t — banyaszati hasonlattal: az aknak —, hiszen az e rétegek palastjan levs eredeti kis négyzetek két sorszama
koziil legfoljebb egy paros. A paros sorszami rétegekben viszont elolrsl hatrafelé és jobbrol balra is haladnak fekvd
eltavolitandé hasabok — vagatok — , mindegyiken egyforman a palést el6lapjanak, ill. jobb oldallapjdnak minden mé-
sodik kis négyzetébdl kiindulva. A paratlan sorszamu rétegekbdl csak azok a kis kockak tévolitandok el, amelyeknek
elolrél és jobbrol szamitott sorszdma paros, a paros sorszadmuiakban viszont csak azok maradnak meg, amelyeknek e
két sorszama paratlan.

Legyen a k-nal nem nagyobb paros természetes szamok szama i. Igy a k — i szamu paratlan réteg mindegyikében
k* — i? kocka marad, az i szamt paros rétegben pedig egyenként (k — i)2 kocka, igy a maradé test térfogata

) V= [(k—i)(kQ—iQ)H(k—i)Q].%:W.

Péros k esetén, i = k/2, paratlan k esetén i = (k — 1)/2, ezért
1 (k+1)>%2k—-1) 1 3k2—1

= Van: =35
27 tl

‘/ros =
4k3 2 4k3

Ezek szerint a térfogat barmely paros k szam esetén — és csak ekkor — nem nagyobb 1/2-nél.



b) Nyilvanval6, hogy a maradé test hatarfeliilete csupa kis 1/k oldalt, 1/k? teriilett négyzetbdl all, ezeket fogjuk
megszamlalni.

Két kis kocka kozos hatarlapja akkor tartozik a maradé test belsé hatarfeliiletéhez, ha egyikiiket eltavolitottuk, a
maésikat nem; nevezziik ezeket h négyzeteknek. Az ilyen lapokat elég a nagy kocka vizszintes metszeteiben megszam-
lalnunk, mert az el6lappal, valamint a jobb oldallappal parhuzamos metszetekben szamuk ugyanennyi, hiszen a kockat
a jobb felss eliilsé csticsbol kiinduld testatloja koriil 120°-kal barmelyik iranyban elforditva, az 6nmagaval fedésbe jut,
és ez all a marado testre is. Ugyanezért a kocka lapjai koziil is elég megallapitani a fedd- és az alaplap maradé részének
teriiletét.
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A k—1 kozbiils sikmetszet mindegyikében ugyanannyi h négyzet van, mert mindegyik sikmetszet egy paros és egy
pératlan sorszamu réteg kozos hatarlapja. h-négyzet az olyan, amelynek kockajat a 2. dbra megmaradénak, a 3. abra
pedig eltavolitottnak jeloli (4. abra). Az el6laptol szamitott sorszamuk paratlan — a paratlan sorszamu réteg miatt (2.
abra) — , a jobb oldallaptol szamitott sorszam pedig paros — a paros sorszamu réteg miatt (3. abra) — , vagy forditva.
Mindkét esetben ¢ sor mindegyikében k — i négyzetet talalunk, igy a vizszintes metszetekben a h négyzetek szama

(2) %k —i)(k —1).

A fed6lapon annyi kis négyzet marad, mint ahany kis kocka van az els6 rétegben, és ugyanennyi az alaplapon is,
amennyiben k paratlan. Ekkor tehdt a maradoé test felszine:
e (E=Y L L sk
2 k2 2k

Paros k esetén viszont az alaplapon annyi kis négyzet marad, ahany kis kocka van az alsé rétegben, ezért

@) Fros_3[2.§.§(k—1)+<k2—§)+(gﬂ ~%:g(k+1).

Az F > 100, azaz F — 100 > 0 kovetelménybdl paratlan k esetén:

2 2
3(k+1) 200k_3<k2_1_94k+1>:3[<k_9_7> _9400] o

k—1 k+1
(3) Fﬂan—?){zT-%(k_nn.

2k 2k 3 2k 3 9
97 /9400
k>—+ > 64;
3 3
paros k esetén pedig:
k+1)—2
w >0, azaz k> 65,

tehat k = 65 esetén mindenképpen teljesiil ' > 100, a test felszine meghaladja az eredeti kocka felszinének 16-szorosat
(szivacsossag).

Fialovszky Béla (Esztergom, Temesvari Pelbart Ferences g. III. o. t.)
Bajna Zsolt (Esztergom, Bottyan J. Miszerip. t. IV. o. t.)

Megjegyzés. Eredményiink k = 1 esetén is megadja a helyes, varhato V =1, F' = 6 értéket.

II. megoldas. a) M4s meggondoléssal vezetjiik le a fenti (1)—(2) kifejezéseket. Az aknékban egyenként k, egyiittesen
i? - k kis kockat tavolitunk el. Ugyanennyit tavolitanank el a teljes kockabol pl. a hatrafelé mend vagatokban is. Az
aknék el6zetes eltavolitdsa utan viszont egy-egy vagat mar k-nal kevesebb kis kockat tartalmaz. Ha egy kis kockan két
vagat halad &at, akkor akna is megy at rajta (2.-3. abra), hiszen az els6 kettd miatt méar mindhérom iranyu rétegezés
szerint paros sorszamu rétegbe tartozik. Eszerint i® szamu kis kocka mindegyikét 3-szor kellene eltavolitanunk. A tobbi



eltavolitando kocka csak egy aknaba vagy vagatba tartozik bele. Eszerint az aknak ik — i® 1-szer eltavolitando kis
kockat tartalmaznak, az egyes vagatok is, tehat az eltdvolitandé kis kockdk egyiittes szdma, majd a térfogat

. . . . . . 1
i3+ 3(i%k — i*), V= [k —i® = 3(%k —i%)] - =L

ami azonos (1)-gyel.
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b) Az I. megoldas szerinti kis h-négyzetek mindegyike mentén 1-szer eltavolitando kis kocka csatlakozott a marado
testhez, hiszen a 3-szor eltavolitandé kockdk minden szomszéd kockéjat is eltavolitottuk. A 3i%(k — 4) szamu 1-szer
eltavolitott kis kocka helyén altalaban egy kis alagut marad hatra (5. abra), melynek hatarfalat 4 kis h négyzet alkotja.
(Két szemben fekvs lapjaval 3-szor eltavolitando kis kockahoz csatlakozik, vagy 1 lapjaval ilyenhez, a szemben fekvével
pedig a nagy kocka lapjahoz; az dbréan, k = 3 esetében csak ilyenek vannak.) Paratlan k esetén csak ez lehetséges, igy
a bels6 hatarfeliilet kis négyzeteinek szama 4 -3 -i?(k — i), ami i = (k — 1)/2 figyelembevételével azonos a (2) kifejezés
3-szorosaval.

/ 6. dbra

Paros k esetén egyes 1-szer eltavolitott kis kockak helyén nem jon létre a mondott zart alagut, éspedig az also, a hatso és
a bal széls6 rétegben, mert a létrehozo akna, vagat egyik fala a nagy kocka lapsikjaba esik (6. abra, k = 4, a testet agy
forditottuk at, hogy bal also hatso cstcsa a jobb felsd eliils6 helyére jusson). Az alagutak megfelels 1 — 2 négyzetlapjat
(2) 1j elGallitasaban a 4 -3 - i%(k — i) = 3k /2 szambol mellgzniink kell, hiszen a test kiilsé hatarfeliiletének, részekeént
(4)-ben pl. az als6 lapban keriilnek beszamitasra.

A mondott rétegekben i = k2 /4 kis kocka marad vissza, ugyanennyi a 3-szor eltavolitandok szama, ezért a ben-
niinket most érdekls kockak szama mindegyik hatarrétegben k> /2. 3-szor ennyi kis négyzet-hatarlap adodik kiils6nek,
és a 3k%/2 — 3k?/2 = 3k*(k — 1)/2 kiilonbség i = k/2 figyelembevételével paros k esetére is kiadja (2)-nek 3-szorosat.

A tovéabbi szamitas azonos az . megoldasbelivel.

Szildgyi Péter (Budapest, Kossuth Zs. g. IV. o. t.)
Hamori Veronika (Budapest, Sagvari E. gyak. g. III. o. t.)



III. megoldas. a) (1)-re elvezet a kovetkezs meggondolas is. Egy kis kocka helyzetét harom, k-nal nem nagyobb
természetes szam irja le, ezek azt mutatjak, hogy a 3 egymaésra meréleges iranyban hanyadik rétegbe esik a kis kocka.
Azok a kis kockdk maradnak meg, amelyekhez tartozd szamharmasban legfeljebb egy paros szam van. Azoknak a kis
kockdknak a szama, amelyek helyzetét 3 paratlan szam irja le, (k — i)?’, azoké, amelyek els, masodik, ill. harmadik
jelzGszéma paros, a tobbi paratlan, egyenként i(k —1i)°, igy a visszamarad6 kockdk szama (k —i)® + 3i(k —i)° =
(k +2i)(k —i)°.

b) A felszinhez eljutunk a kis négyzetlapok alabbi csoportositasaval is. A keletkezett test feliiletéhez tartozik
minden olyan kis kockadnak legalabb 4 hatarlapja, amelyiknek helyzetét egy paros és két paratlan szam jeloli, mert
abban az 6t tartalmazoé rétegben, amelyiknek a sorszama paros, a kiszemelt kis kockaval szomszédos 4 kis kockat vagy
eltavolitottuk, vagy nem is volt mellette kis kocka, mert a nagy kocka egy lapja hatarolta (7. abra, a rétegek kissé
széthuzva). A marado 2 oldalrél viszont csupa paratlan szammal jellemzett, tehat a visszamaradt testhez tartozo kis
kocka csatlakozik, kivéve ha kis kockank az utolso rétegben van (tehéat k paros). Az ilyen hatarlapokat kiilon fogjuk
Osszeszamolni. Az igy tekintetbe vett kis kockak szama 3i(k — i)2, a hatarlapok felszine pedig: F; = 3-4-i(k — i)z/kQ.

7. dbra

8. dbra

Tévolitsuk el most mindezeket a kis kockakat (vagyis a 7. dbra * jeld kis kockait is), és a visszamaradokat toljuk Gssze
az élekkel parhuzamos irdnyokban. Ezzel csak olyan lapok keriiltek egyméssal fedésbe, amelyek korabban sem tartoztak
a test felszinéhez, és az ilyenek sehol sem valtak hatarlappa, kivéve ha k paros és az utols6 rétegbdl tavolitottunk el
egy kis kockat. Ezzel egy kis kocka egy hatarlapja, ami kordbban a testnek nem volt hatarlapja, azza valt, viszont
az eltavolitott kis kockanak egy 6todik, eddig szamitason kiviil hagyott lapja a test felszinéhez tartozott (8. abra).
Igy ,szivacsos” testiink felszinét megkapjuk, ha Fi-hez hozzaadjuk a most keletkezett test felszinét. Ez mar egy tomor
kocka, amelyiknek élhossza (k — 7)/k, tehat felszine:

.\ 2 2
F2=6<kk Z> . esigy F=F1+F2:u

(2i +1).

Ha k paros, akkor i = k/2, 2i+ 1 =k + 1; ha k paratlan, akkor i = (k —1)/2, 2i4+ 1=k, igy
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