I. megoldas. Vélasszuk a betiizést ugy, hogy a keresett ABC haromszog BC oldalanak felez&pontja az adott
D pont, a BB’ ¢s CC’ magassagainak talppontjai kozti B'C’ szakasz felez6pontja az adott D’ pont, BB’ és CC’
metszéspontja pedig legyen M.

B’ és C' rajta van a BC atmérs folotti, D kozépponti k Thalész-koron, ezért a DB’'C’ haromszog egyenls szar,
DD’ stlyvonala egyben magassiga is, tehiat B'C’ mer6legesen &ll DD'-re (1. és 2. 4bra).

A B'C'M és CBM haromszogek elsé két-két szdge rendre egyenld, mert k ugyanazon ivein nyugvoé keriileti szogek,
igy a két haromszog hasonlé. Ezekben M D’ és M D egyméasnak megfelels silyvonalak, ezért

(1) MD': MD=B'C'":CB=B'D':CD=BD":B'D.

Eszerint a B'DD’ derékszogii haromszog megszerkeszthetd ismert D’ D befogdjabol, valamint mésik befogojanak
és atfogojanak ismert aranyébol a kovetkezs lépésekben: D'-n at d merdleges egyenest llitunk D’ D-re, erre (barmelyik
irdnyban) folmérjiik a D'U = D'M szakaszt, az U koriili DM sugart korivvel kimetssziik a D'D egyenes V pontjét,
és D-n at parhuzamost htzunk VU-val, ennek d-vel valé metszéspontja B’. Vessziik B'-nek D’-re valo C’ tiikorképét,
megrajzoljuk az M B’ és M C’ magasségegyeneseket és a talpponton at radjuk merélegesen az AC, AB oldalegyéneseket,
ezek metszéspontjai adjak az A, B, C csicsokat.

1. dbra

A szerkesztés szerint a D’ DB’ haromszog hasonlé D'V U-hoz, ezért DB’ megfelel (1)-nek; az ABC haromszégnek M
a magassagpontja, és D’ felezi a talppontok kozti B'C” szakaszt. Azt kell csak bizonyitanunk, hogy a kapott BC oldal
D* felezépontja azonos az adott D ponttal. Az elemzés szerint D* a BC’'B’C hurnégyszog koré irt kor kdzéppontja,
ezért rajta van B'C’ felezd merdlegesén, akdrcsak D is rajta van, a szerkesztésnél fogva. Tovabba ismét az elemzésnél
fogva D*-nak B’-t6l és M-t6l mért tavolsagaira teljesiil (1), és B’ szerkesztése folytan teljesiil DB’-re és DM-re is.
Igy D* azonos D-vel.

A szerkesztés egyértelmtien végrehajthato, ha D és D’ kiilonbozok, DM > D’M (kiilonben U nem jon létre; ez
a feltétel D és M egybeesését is kizéarja), végiil ha D’ sem esik egybe M-mel. Egybeesésiik esetén ugyanis oda esik
B', C' és Ais, a haromszdg A-nél derékszogi, de hatarozatlan, a D koriili DD’ sugart kor barmely atmérGje lehet
atfogoja (kivéve a D’-bol kiinduld atmérst).

Akkor is derékszogi haromszdget kapunk — de egyértelmien —, ha M D’ meré6leges D' D-re, mert ekkor M-be esik
B', és igy C is; kénnyii belatni ugyanis, hogy M csak derékszogii haromszdgben esik a haromszog keriiletére, és ekkor
éppen a derékszog csicsaba.

Megemlitjiik még a kovetkezGket: Ha M ugyanazon az oldalan van d-nek, mint D, akkor hegyesszogti haromszog
adodik, ha pedig a masik oldalan, akkor a haromszog valamelyik szoge tompaszdg. Ha D, M, D’ egy egyenesbe esnek,
egyenld szara haromszoget kapunk.

Szeredi Péter (Budapest, II. Rakoczi F. g. III. o. t.) és
Fencsik Gdbor (Budapest, Berzsenyi D. g. III. o. t.)

Megjegyzések. 1. A szerkeszthetGség D'M < DM— masképpen D'M : DM < 1 — feltételére egyszerti értelmezés
adhato, felhasznalva (1)-et és az AB'C’ és ABC haromszogek hasonlo voltat (lasd III. megoldas):

D'M _ B'C' AB

DM  BC  AB

=|cosa] <1,

kiiléonben v nem létezik.

2. B'-t és C’-t d-bdl kimetszhetjiik a D és D’ alappontokhoz és a DM : D' M aranyhoz tartozé Apolléniosz-korrel
is. E kor egy atmérGjének végpontjait a DD’ egyenesbdl a DM D’ haromszég M-bél kiindulé belss és kiilss szogfelezdje
metszi ki.
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II. megoldas. (véazlat). Az MB'C’ és MCB haromszogek fent kimondott hasonlosédgahoz hozzatessziik, hogy
tiikkrosen hasonlok, cstucsaikat a fenti sorrendben, a paronkénti megfelelés rendjében koriiljarva ellentétes iranyta ko-
riiljarasokat kapunk (1-2. abrak 3 esete). Tiikrosen hasonlok e két haromszognek a megfelels M D', M D silyvonalak
két oldalan levs részei is, pl. az M D'B’ és M DC haromszogek, ezért M DC<t = M D' B’«, és forgasiranyuk ellentétes
(a megfelels félegyenesek mindig a DD’ egyenes ugyanazon oldaldn vannak). Ennek alapjan a d és D'M egyenesek
kozti egyik szognek a DM félegyenes mellé valo alkalmas atmasolasaval megkapjuk a BC egyenest. M vetiilete ezen
az A-bol hizott magassag A’ talppontja.

Felhasznaljuk még, hogy a (nem derékszogi) haromsz6ghéz tartozo talpponti haromszog egyik érint6 korének
kozéppontja M. Abbol adédik ez, hogy a talpponti haromszog belss és kiils§ szogeinek felezdi az eredeti haromszog
oldalegyenesei és magassagegyeneseillAz M kozepd érinté kor az I. megoldasbeli d oldalegyeneshez megszerkeszthetd,
a hozza A’-b6l hizott két érinté a talpponti haromszog tovabbi két oldalegyenese, d-bél kimetszik B’-t, C’-t, tovabb
az 1. megoldés szerint haladhatunk.

Az elemzésben csak vazolt allitasok és a szerkesztés helyessége bizonyitasat, valamint a diszkussziot az olvasora
kell hagynunk.

Inczédy Janos (Vac, Sztaron S. g. II. o. t.)
Megjegyzés. Az, hogy M DC és MD'B’ tiikrdsen hasonlok, azt jelenti, hogy az utobbi haromszog pl. egy alkalmas

M kozéppontt nytjtassal (vagy Osszehtizassal) az elsbbivel egybevago, tiikros helyzett haromszogbe vihets at. Igy a
BC egyenes iranyat megkaphatjuk, ha d-t pl. az egymasnak megfelels M D és M D'irdnyok szdgfelezbjére tiikrozziik.

Herényi Istvin (Budapest, I. Istvan g. IV. o. t.)
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III. megoldas (vézlat). Elsének az A cstcsot szerkessztjiik meg. Legyen M tiikorképe D’-re M’ (3. abra), Igy
B'MC'M' paralelogramma, B'M’ || C'M, ezért B'M' 1 AC’, ugyanigy C'M' 1. AB’, tehat M’ az AB'C’ haromszog
magassagpontja. AB’'C’ és ABC hasonl6 haromszogek (14sd az 1-2. dbrdkat is), mert A-nal levs szogiik vagy kozos
vagy csicsszoge egymasnak, tovabba B-nél és B'-nél levs szogiik a keriileti szogek tétele szerint egyenls. A csticsoknak a
mondott sorrend szerinti koriiljarasa ellentétes irdny, hiszen a vesszGs cstucsok az A-nal levs szog mésik szaregyenesén

! Tompaszogli haromszdg esetére lasd a szdgek szamitasat pl. gyakorlatban, K. M. L. 32 (1966) 66. o.



vannak, vagy mindketts azon az oldalan A-nak, mint B és C vagy (a > 90° esetén) mindketts a csicsszog szarain. (A
tiikros hasonlosag tengelye a BAC szog felezGje:)

Legyen M tiikorképe D-re M*, és messe a BM* egyenes AC-t B*-ban, CM* az AB-t C*-ban. Igy BMCM*
paralelogramma, és B*B 1 AB, C*C 1 AC, M* az AB*C™ héaromszog magassagpontja. EbbSl a haromszégbdl
ugyanigy keletkezik ABC, mint ABC-b6l AB'C’, tehat AB*C* is ellentétes koriiljarassal hasonlé ABC-ho6z, ennélfogva
azonos koriiljarassal hasonlé az AB'C’ haromszoghdz. Mivel A csticsuk kozos, és itt fut dssze B*B’ és C*(C’, azért
AB*C* & AB'C' az A kozéppontra nézve hasonld helyzettiek is. Eszerint M*M’ atmegy A-n, és ugyanez all a
B*C* oldal D* felezépontjat D’-vel dsszekdts egyenesre, hiszen a hasonlé helyzet haromszogek megfelels pontjait
Osszekots egyenesek atmennek a hasonlosig kozéppontjan. Eszerint elég D*-t megszerkeszteni. Ez két szogmésolassal
adodik abbol, hogy D* M™* D haromszdg az utobbi hasonlosagban a DM D’ haromszog megfelelSje, és ezek is ellentétes
koriiljarastak; ezért D*M*D< = DM D'<, az M*D* félegyenes parhuzamos és ellentétes iranya M D’-vel, tovabba
D*DM*<x = DD'M«, és forgasi irdnyuk ellentétes.

A ismeretében az AM atmérs folotti Thalész-korrel d-bél kimetszhetjiik B'-t és C'-t, és tovabb az 1. megoldas
szerint haladhatunk. Felhasznélhatjuk azt is, hogy AM-nek G felez6pontja az ABC haromszog Feuerbach-korének
D-vel atellenes pontja (ugyanis az AA" magassig talppontja is rajta van ezen a korén, és GA” L A'D), ezért a DDG
atmérdji korrel is kimetszhetSk a B’, C' pontok. Vagy az AM-re D-n &t allitott merdlegesben megkaphatjuk a BC
egyenest (II. megoldas).

A bizonyitast és a diszkusszidt hely hidnyaban az olvaséra kell hagynunk.

Dedk Jend (Budapest, Kolcsey F. g. IV. o. t.)



