I rész. Az M altal leirt k kor kézéppontja az AB szakasz O felez6pontja, sugara OA, és C' az AB-re meréleges
atmérs egyik végpontja. Ezért elég M-et pl. az AC negyediven végigfuttatni, hiszen ekkor AB-re és OC-re mint
tengelyre, valamint O-ra mint kdzéppontra vett tiikorképei — rendre M7, My, M3 — leirjak k tovabbi harom negyedivét,
és az M;A, M;B szakasz—par (j = 1, 2, 3) megegyezik az M A, M B parral. Igy pedig az M helyzethez akkor és csak
akkor szerkeszthet6 meg a kivant haromszog, ha M-hez megszerkeszthet6.

A valasztott negyedkoriv pontjaira MA < CA = CB £ MB, ezért a haromszog szerkeszthets voltanak egyetlen
feltétele:

(1) MB < MA+ BC, azaz MB - MA < BC.

Itt a bal oldal pozitiv vagy 0, ezért az egyenl&tlenség akkor és csak akkor teljesiil, amikor a négyzetre emeléssel
ad6do egyenlétlenség:

(2) MB? + MA* -2MB - MA < BC?.

Itt a kivonand6 az ABM derékszogt haromszog teriiletének 4-szerese, az els6 két tag Osszege pedig AB% = 2BC?,
ezért dtrendezéssel és a teriiletet az atfogora vonatkozd MT magassiggal kifejezve a feltétel

AB?

(3) 2-MB-MA=2-AB-MT > AB*> - BC? = 5

amibdl osztassal (AB > 0 alapjan)

AB OC
4 MT > — = —.
) 4 2
Eszerint k-nak azokon az II, = i és I I3 = i’ ivein levs pontjai felelnek meg M-ként, amelyeket az A B-re merdleges
C'C atmérst negyedels D, D’ pontokon 4t AB-vel parhuzamosan htzott szelk metszenek le. Az ivek végpontjai
azonban mar nem felelnek meg, mert ezekre (4)-ben egyenl@ség &ll fenn, és mivel azonos atalakitasokat hajtottunk
végre, visszamenve (1)-ben is egyenldség all, tehat elfajult haromszog jénne létre.

Bdardny Imre (Budapest, Corvin Matyés g. IV. o. t.)
dolgozata alapjan

II. rész. M-nek egy az i-n levs helyzetéhez N részére két helyzet adodik, N és Ny, ezek a BC tengelyre nézve
tiikkros pontpart alkotnak. Ugyanez a pontpar adodik ki M-nek fenti M; tiikorképébdl is. Az M-nek fenti My és Ms
tiikorképeibsl adédé No, N3 pontpar viszont — az indexek kell§ valasztasaval — nyilvanvaléan N és N tiikorképe BC
felez merdlegesére nézve. Igy N3 egyszersmind N tiikorképe a BC szakasz G felez6pontjara nézve, tehat a BNC N3
négyszog paralelogramma. Ebben az oldalak négyzetosszege 2(NB? + NC?) = 2(MB? + MA?) = 2- AB? = 4BC?
allando, tgyszintén a BC' atlo négyzete is dllando. Ezért ismert tétel szerin ] az NN3 = 2NG atlo négyzete is allando
és 3BC?-tel egyenls. Ezért NG egyenls vV3BC /2-vel, a BC' oldal f6lé szerkesztett BC'N, egyenld oldala haromszog
N.G magassagaval (N, akkor adodik, ha M a C-ben van), és igy N mindig a G koriill GN,.. sugarral irt kx koron van.

! Paralelogramma oldalainak négyzetosszege egyenls az atlok négyzetdsszegeével. Lasd legutobb 1040. gyakorlat, K. M. L. 33 (1966. nov.)
152. o.



Megmutatjuk, hogy mig M befutja i-t, N a ky kor minden pontjaba eljut. M szadméra most mar ¢ és ¢; fent kizart
végpontjai is figyelembe veenddk, mert a kovetelmény nem irja el6, hogy N, B és C valodi haromszoget alkossanak.
M-et I-ben, majd I>-ben vélasztva (1)-ben egyenldség all, N a ky kor BC-n levs atmérgjének FE, ill. F' végpontjaban
adodik (FB = EC < EB = FC). A koron tetszés szerint valasztott N-re nézve igy BN hossza BF és BE hossza
kozé esik, CN-é pedig CF és C'F kozé, vagyis mindkett6 AI = Bl és Al, = BI hossza kozé, igy az N-et elGallito
M pontot k-bol akar az A koriili CN sugard, akir a B koriili BN sugari korrel kimetszhetjiik, hiszen e két kor
BN? + CN? = BM? + AM? miatt ugyanabban a pontban metszi k-t.

Ezek szerint N palyaja a ky kor.

Megjegyzés. III-1V. osztalyos versenyzdink frissebb ismeretanyaguk, a trigonometria és a koordindta—geometria
eszkozeivel vizsgaltak a feladat II. részét, erre tekintettel vazolunk egy ilyen tipusi megoldast is.

Legyen MBA< = ¢ (0° £ ¢ £90°), és AB = 1; ekkor M A = sinp, M B = cosp, BC = sin45°, és (1) masodik
alakjabol

cos p — siny = cos — cos(90° — ) = 2sin45°sin(45° — ) < sin45°,
sin(45° — ) < 1/2, 45° — ¢ < 30°, v > 15° MOA< =2¢ > 30°,

és igy MO > MC, ill. MO > MC'.

Legyen tovabbé egy derékszogl koordindtarendszer X-tengelye az OB, Y-tengelye az OC egyenes, A, B, C, M és
N koordinatai rendre:

A(=1/2,0), B(1/2,0), C(0,1/2), M (zo,£1/1/4—12), N(z,y).
Ezekkel CN? = AM?-b6l
22+ (y—1/2)% = (zo + 1/2)* + (1/4 — 23) = 20 + 1/2,
BN? = BM?-bol
(x—1/2)? + 9> = (w0 — 1/2)% + (1/4 — 23) = —w0 + 1/2,
és xo kikiiszobolésével (Gsszeadéssal)

20 —x+ 22 —y=1/2, (x—1/4)%+ (y—1/4)* = 3/8,

vagyis N pélyaja a G(1/4, 1/4) pont — BC felez6pontja — koriili v3/2v/2 = V/3 - BG sugarn kor, vagy ennek része.
Most még bizonyitani kellene, hogy N ezt az egész korkeriiletet befutja, ami ezen a médon nehézkesebb volna.



