L. Az (1) bal oldalan all6 tortek — a szamlalé egytagl tényezGjétdl eltekintve — azonosak az idézett cikk (2)
kifejezésében megismert I (z) polinomokkal arra az esetre, ha egyrészt k = 4, mésrészt ©1 = a, o = b, 23 =c¢, x4 = d
egymastol kiilonbozs szamok (ha ti. a 2. tort elstti (—1)-gyel beszorzunk a nevezs 1. tényezGjébe, a 3. tort elstti
+1 = (—1)° egyes tényezivel a nevezs elss két tényezsjébe, végiil a 4. tort el6tti (—1)° egyes tényezivel a nevezd
mindegyik tényezGjébe).

A szamlalok elgbb figyelmen kiviil hagyott tényezGje viszont rendre x;-vel egyenls i = 1, 2, 3, 4 esetére. Eszerint
a bal oldal az a legfeljebb 3-adfoku Lagrange-féle interpolaciés polinom, melynek értéke az a helyen a, a b helyen b,
a ¢ helyen ¢ és a d helyen d. Ugyanezek az értékei a mondott helyeken a P(x) = x els6fokd polinomnak is. Méarpedig
ha két, 1égfeljebb 3-adfoka polinom 4 kiilonb6zé helyen megegyezik, akkor minden helyen megegyeznekﬁ, tehat az elsé
azonossag kovetkezik az interpolacionak az idézett cikkben megismert tételeibgl.

II. Legyen a (2) bal oldalan &ll6 kifejezés T'(z), a jobb oldali tort fiiggvény nevezdje N (z), ekkor azt kell belatnunk,
hogy T(x) - N(z) = 1 a T(z) és 1/N(x) kozds értelmezési tartomanyénak minden helyén, azaz minden olyan z-re,
amely az (egymastol is kiilonbo6z6) ay, as, ..., a, szdmok mindegyikétsl kiillonbozs. A szorzatbol pl. a masodik tort
igy frhato:

C (z—a)(z—a3)...(z—an)
(CLQ — al)(ag — CLg) . (CLQ — an)’
a tobbiek hasonléan, és ebbdl latjuk, hogy az 4j bal oldal az a legfeljebb n — 1-edfokti Lagrange-féle interpolécios
polinom, mely az a1, as, as, ..., a, helyek mindegyikén az 1 értéket veszi fel. Ilyen a Q(x) = 1 (0-adfokd) polinom
is, és mivel a mondott helyek n szama nagyobb, mint a fokszamként szoba jové legnagyobb érték, azért az Gj bal
oldal azonos az 1 polinommal, ami a (2) jobb oldalan all6 racionalis tortfliggvény szamlaloja. Eszerint az Gj bal oldalt
N(z)-szel osztva egyrészt (2) jobb oldalat kapjuk, méasrészt visszakapjuk (2) eredeti bal oldalat, tehat (2) valoban
azonossag egész értelmezési tartomanyaban, azaz minden z-re, kivéve az aq, ..., a, helyeket.

ITI. Adjuk ossze (1) els6 két tagjat, kozos nevezének az (a — b)(a — ¢) - (a — d)(b — ¢)(b — d) szorzatot véve. A

szamlalok kozos (x — ¢)(xz — d) tényezdjének kiemelése utédn a marado tényezét = szerint rendezve (a — b) is kiemelhetd:

a(b—2c)(b—d)(x —b) —bla—c)(a—d)(x —a) =
= (ab® — a®b+ acd — bed)z + ab [a® — b* — (a — b)(c + d)] =
= (a —b)[(cd — ab)z + ab(a + b — ¢ — d)],

ezért cd — ab=e és ab(a + b — ¢ — d) = f jeloléssel az els6 két tag Osszege

(z —c)(x —d)(ex + f)
(a—c)la—d)(b—c)(b—d)

(3)

(1) utolso két tagja elGall az elsé kettébdl, ha benniik minden a, b, ¢, d betd helyére rendre ¢, d, a, b betit irunk,
ezért az utolso két tag Osszege (3)-bol ugyanezen cserékkel:

(z —a)(x —b)(e'z + f')

(4) (c—a)(c—b)(d—a)(d—b)

ahol ¢/ = ab —cd = —e, és f' = cd(c +d — a — b). Most méar csak (3) és (4) Osszegérdl kell megmutatnunk, hogy
egyenlG a jobb oldali z-szel. A nevezé kozos. A szamlalok Osszegében 2° + 22 egyiitthatoja, valamint az 2-t6l mentes
tag eltiinik: e + ¢’ =0, f —e(c+d)+ f —€'(a+b) =0, cdf + abf’ = 0; x egyiitthatoja pedig
E =cde — f(c+d) +abe’ — f'(a+1b).
Itt az elsG és utolso tag Osszege
cde — f'(a+b) = cd |ed — ab — (a + b)(c + d) + (a—l—b)z} =
=acd(a —¢) + cd(a — ¢)(b — d) 4 bed(b — d);
a kozbiils6 két tag innen a mondott beticserével
= cab(c — a) + ab(c — a)(d — b) + dab(d — b).
Az els6 tagok, valamint a harmadik tagok k6z0s tényezGit kiemelve a maradé tényezs d — b, ill. ¢ — a, igy
E=(a—c)(b—d)(—ac+ cd+ ab— bd),

és itt a harmadik zarojel (a — d)(b— c¢). Ezek szerint E egyenls (3) nevezGjével, tehat x egylitthatoja 1. Ezzel igazoltuk
(1)-et.

2Lasd e tétel bizonyitasat (3 és 4 helyén n-nel, ill. n + 1-gyel): Surdnyi Jdnos: Polinomok azonossaga, K. M. L. 23 (1961) 103-105. o.



A (2) azonossagot teljes indukcioval bizonyitjuk. A bal oldal n = 2 esetén

1 1 r—a — T+ ay

(w—an)(ai—az) | (w—an)(az —a1)  (z—an)(w —az)(ar —az)’

egyszerisités utan azonos a jobb oldallal, az allitas helyes. (n = 1 esetén is helyes, a bal oldal is csak egy tagot
tartalmaz, a nevezGje x — ay.) Tegyiik fel, hogy (2) igaz, n helyén egy bizonyos k(> 2) indexre, ezutan irjuk be z
helyére T}, értelmezési tartomanyanak (z # a;, és persze a; # a;, ha i, j =1,2, ..., k, i # j) egy tetszés szerinti
ap+1, helyét, majd vonjuk ki az utébbi egyenl6séget, a bal oldalon gy, hogy az ugyanannyiadik tagokat vonjuk Ossze
paronként. Ezzel egy Gjabb, a Ti-ban érvényes azonossiagot kapunk. A kiillénbség jobb oldala

1 1

(x—a1)(w—az)...(x —ag) (arr1 —a1)(arrr —a2)...(aks1 —ag)’

A bal oldalon elég lesz a kiilonbség szerkezetét pl. a masodik tag-parra vizsgalni, a nevezdk kozos (az — a1)(as —
as) ... (as — ap) = Aga tényezsjét mindjart kiemelve

1 ( 1 1 > B T — (k41
A \z—a2  apqi1 —as (x —ag) - Az - (a2 — ap41)’

Eszerint az 0sszevonas utan minden tag-par szadmlaloja ugyanaz. Osszuk az azonossagot az x — ag41 kozos szadmlaloval
és vigyiik at a jobb oldal mésodik tagjat a bal oldalra, igy (2)-t kapjuk n helyén a k+ 1 indexszel (és a Tyy1 értelmezési
tartomanyt Tj-bol kapjuk a1 elhagyéasaval), tehat a (2) azonossag barmely n indexre érvényes.

IV. (1) akkor is érvényes marad, ha a jobb oldalon z helyére z%-et vagy x3-t, vagy z° = 1-et irunk, és egyidejtien
a bal oldali tortek a, b, ¢, d tényezéje helyére is a négyzetiiket, a kobiiket, ill. 1-et irjuk. Altalanosabban, ezt a négy
azonossagot rendre a tetszés szerinti e;, es, es, eg allandoval szorozva és Gsszeadva érvényes az az azonossag is, amely
(1)-bél adodik, a jobb oldali z helyére a

P(z) = e32® 4 exx? + €12 + e

polinomot és az a, b, ¢, d tényezsk helyére rendre e polinomnak e helyeken felvett P(a), P(b), P(c), P(d) értékét irva.
— Kiterjeszthetjiik (1)-et tgy is, hogy 4-nél tobb helyet valasztunk.
Hasonloan lehet belatni, hogy (2)-b&l tovabbi azonossagokat kapunk a jobb oldalt tetszés szerinti, legfeljebb n—1-ed
foka Q(x) polinommal, a bal oldal tagjait pedig rendre Q(a1)-gyel, Q(az)-vel, ..., Q(a,)-nel szorozva.
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