I. megoldas. Két onmagaban is érdekes segédtételt hasznalunk majd ol, el6bb ezeket bizonyitjuk.

L. segédtétel: Az a, b, ¢ pozitiv szamok reciprokainak Osszege nem kisebb szamtani kozepiik reciprokinak 3-
szorosanal.

A két pozitiv szam szamtani és mértani kdzepére ismert egyenlGtlenség szerint

(1) a+b>2vVab, a+c>2Vac, b+c>2Vbe.
Ezek szorzatdahoz mindkét oldalon abc-t adva, a bal oldal szorzattéd alakithato:

(a+b)(a+c)(b+ c) + abe = (ab+ ac+ be)(a+ b+ ¢) > 9abe,
és innen osztéssal
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amit bizonyitani akartunk.

II. segédtétel: Az a, b, c pozitiv szamok négyzetosszege nem kisebb Osszegiik négyzetének 3-adrészénél.
Alkalmazzuk az (1)-ben folhasznalt tételt az a®, b?, ¢* szamokra:

(3) a? +b%>2ab, da®+c > 2ac, b+ > 2be,
Osszeadassal

a?+ b2+ > ab + ac + be;
igy pedig
(4) (a+b+c)® = (a®>+ b + )+ 2(ab + ac + be) < 3(a® + b + 2),
ami allitasunkat bizonyitja.

Foltevésiink alapjan utébbi eredményiink igy irhato:

(5) a+b+e<V3.
Mostmaér (5)-6t folhasznalva (2)-bél
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(6) a+b+c_a+b+c_\/§ ~ ’
amit bizonyitanunk kellett.

A szoban forgo 4-es also korlaton tilmenve egy nagyobb alsé korlatot taldltunk a v/27 = 3v/3 szamban a, b, ¢
reciprokainak Osszegére, a feladat allitasat élesitettiik. Tovabbi élesités mar nem lehetséges, mert amennyiben (1)-ben
és (3)-ban mind a harom helyen egyenl6ség all, vagyis ha a = b = ¢, akkor (2)-ben és (4)-ben, és ennélfogva (5)-ben és
(6)-ban is a > jelek koziil az egyenlGség érvényes.

Balogh Jozsef (Hatvan, Bajza J. g. IIL. o. t.)

II. megoldas. Cseréljiik fel harom szamunk jelolését tgy — ha kell —, hogy éalljon a > b > c¢. Ekkor

a22b2202>0, igy
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Megjegyzés. (2) igy is irhato:
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A jobb oldalon az a, b, ¢ pozitiv szamuk reciprokai szamtani kézepének reciproka all. Ezt szokés az a, b, ¢, szamok
harmonikus kizépértékének nevezni. Eszerint harom szdm H harmonikus kozepe kisebb A szamtani (aritmetikai)
kozepiiknél vagy egyenls vele: H < A. EgyenlGség csak a = b = ¢, esetén &ll fenn.

(4) igy irhato:
[a? + b2 + 2 < a+b+c
3 - 3 '

A bal oldali kifejezést az a, b, ¢ szamok négyzetes (quadratikus) kdzépértékének nevezik. Eszerint harom pozitiv szam
Q@ négyzetes kozépértéke nem kisebb aritmetikai kozepiiknél: @ > A. Egyenléség csak a = b = ¢ esetén all fenn.




