Jeloljiik a metszéspontokat Py, ..., Py-mel, az egyeneseket e1, ..., e,-nel ugy, hogy P; rendje r; legyen (i =
, ..., M) és e;-n R; darab P; pont legyen.
Vegyiik észre, hogy ¢)-bdl és f)-bol kovetkezik, hogy

1

(9) M>n

és forditva is, ¢)-bdl és ¢)-bdl kovetkezik f). Ugyancsak kovetkezik ¢)-b6l, d)-bol és g)-bdl e), igy elég az a) — d) és g)
allitasokat igazolni.

L. Egy e; egyenesen végighaladva szamoljuk Ossze kétféleképpen, hany egyenest 1épiink at. Egyrészt atlépjiik a
tobbi egyenesek mindegyikét egyszer, tehat n — 1 egyenest, masrészt az egyes egyeneseken minden P; pontban r; — 1
egyenest, 1épiink at. Eszerint az egy egyenesen levé P; pontokra az r; — 1 értékek Osszege n — 1.

a) Megallapitasunkbol kovetkezik, hogy az egy egyenesen levs Pj-kre az r; — 1-ek kozt a paratlanok — vagyis az
egyenesen levs péaros rendi pontok szdma — paros, ha n — 1 péaros, vagyis ha n paratlan, és a mondott szadm pératlan,
ha n péros.

b) A fenti megszamlalast minden egyenesen elvégezve egyrészt n(n — 1) atlépést szamlalunk, ez all b) jobb oldalén;
mésrészt minden P; ponton r;-szer haladunk at és minden alkalommal r; — 1 atlépést, tehat Gsszesen r;(r; — 1) atlépést
szamolunk Gssze, tehat pontok szerint szamolva Gssze b) bal oldalat kapjuk. Ezzel az Osszefiiggést igazoltuk.

¢) Most szamoljuk Gssze az egyes egyenesek mentén levé P; pontokat. Minden egyenesen végigmenve éppen ¢) bal
oldalat kapjuk. Masrészt egy P; pontot minden rajta atmend egyenesen szamba vettiink egyszer, 0sszesen tehat r;-szer
szamoltuk. Igy pontok szerint csoportositva a jobb oldalt kapjuk. Ezzel ezt az egyenlséget is igazoltuk.

Idaig nem hasznaltuk fel azt a feltevést, hogy nem halad at egy kozos ponton minden egyenes, az a) — ¢) allitas
tehat erre az esetre is érvényes (csak trivialis).

d) és g) igazolasahoz sziikségiink van arra a segédtételre, hogy ha az egyenesek nem egy ponton mennek keresztiil,
akkor van olyan metszéspont, mondjuk Pyr, amire vy = 2. Ebb6l a két allitas az aldbbiak szerint kovetkezik.

d) Legyen a Ppr-en atmend egyenes eq és es. Megszamolva ej-en és es-n az egyenes-atlépések szamat és hozzasza-
molva még a metszéspontok szamat is Py kivételével, egyrészt 2(n — 1) + M — 1-et kapunk, ami az Gsszefliggés jobb
oldala. Méasrészt Ppr-et 2 = rps-szer vettiik szamitasba (mind ej-en, mind es-n egy atlépés tortént Pys-ben), az ej-en
és eo-n levs P;-k mindegyikében r; — 1 atlépést szamoltunk és egyszer a pontot szamba vettiik, igy ezek a pontok r;-vel
jarultak az Osszeghez; egy sem ej-en, sem es-n nem levé P; pont pedig, ha van ilyen, 1-szer van szamba véve, vagyis
kevesebbszer, mint a rendje. Ezzel az egyenlGtlenséget igazoltuk.

Azt is latjuk, hogy d)-ben akkor és csak akkor all fenn egyenlGség, ha nincs metszéspont a fenti eq, ea egyenesparon
kiviil. Konnyd belatni, hogy ez csak ugy lehetséges, ha egyikiikon — mondjuk es-n — csak egy a Pps-t6l kiilonbozs
metszéspont van, ezen minden egyenes atmegy, kivéve ej-et, tovibba azt is, hogy ekkor M = n.

g) Teljes indukcioval bizonyitjuk az allitast. 3 egyenes esetén M = n = 3. Tegyiik fel, hogy n — 1 egyenesre igaz az
allitas és vegyiink a feltételeknek megfelel6 n egyenest, ezeknek egy masodrendd Py, metszéspontjat, melyen dtmegy az
e; egyenes. Elhagyva ej-et, Py; megsziinik metszéspont lenni és minden tovabbi, az e;-en levé masodrendd metszéspont
is, ha van ilyen. Igy a megmarado egyenesek metszéspontjainak M’ szama legfeljebb M —1. Ha a megmarado egyenesek
egy ponton mennek keresztiil, akkor nyilvan e;-gyel elmetszve Sket Osszesen M = n metszéspont lesz. Ha nem mennek
mind &t egy ponton, akkor érvényes rajuk az allitas, vagyis

M—-1>M >n—1, amib6l M >n.

Igy g) igaz akarhany egyenesre.

IL. Bebizonyitjuk a d) és g) igazolasédban felhasznalt segédtételt, vagyis hogy feltevéseink mellett van olyan metszés-
pont, melynek rendje 2, més széval amely az adott n egyenes koziil pontosan kettén van rajta. Tekintsiik mindegyik
e; tavolsdgat mindegyik olyan F;-t6l, mely nincs rajta. Legyen e tavolsdgok legkisebbike — az indexeket alkalmasan
valasztva — e tavolsaga Pps-t6l. Ekkor Pps-en két e; megy at.

LA segedtétel rokon Gallai Tibor kdvetkezS tételével: Jlegyen adva a sikban n pont, melyek nincsenek mind egy egyenesen, ekkor van
olyan egyenes, mely ezen n pont koziil pontosan kettén megy at” — és ebbsl a tételbdl segédtételiink az ,egyenes” és ,pont”, tovabba
ymetszés” és ,0sszekités” szo-parok egymassal valo kicserélése (és a sziikségessé valo stilaris modositasok) atjan keletkezik. Két ilyen tételt
egymas dudlisanak mondunk.



Legyen ugyanis P a Pp-bdl ez-ra bocsatott meréleges talppontja. Ha Ppr-en hadrom e; menne at, akkor P vala-
melyik oldalan legalabb két ilyen egyenes metszené es-at, legyenek ezek ey és ex gy, hogy e a Py P és es egyenes
kozti hegyesszog-tartomanyban halad; esetleg e; egybeesik Py P-vel. Ekkor ey tévolsdga e; és es metszéspontjatol
kisebb lenne, mint P, P, hiszen nem lehetne nagyobb, mint az es, Py P és e2 egyenesekkel meghatarozott derékszogi
haromszognek az atfogora merGleges magassaga, Py P viszont nagyobb ennél. Ezek szerint Pjs-en valéban nem mehet
at 2-nél tobb e;.

Megjegyzések. 1. Fent csak g)-t bizonyitottuk teljes indukciéval. Ugyanigy bizonyithatok az el6z6 allitasok is. Er-
dekes, hogy d) teljes indukcios bizonyitasa nem hasznalja fel a fenti mélyebb segédtételt.

2. Meg lehet mutatni, hogy M = n csak a mondott specidlis alakzatra teljesiil. g) helyett a kovetkezs élesebb 4llitas
is bizonyithato teljes indukciéval: M > n, kivéve ha elhagyhat6 egy egyenes Ggy, hogy a tobbi egy ponton menjen
keresztiil, ekkor M = n.

Ha n = 3, akkor csak a kivételes eset allhat elg, barmelyik egyenes lehet az elhagyando. A kivételes esetben
nyilvanvaléan M = n. Legyen most n > 3, n — l-re legyen igaz az allitas, legyen n egyenesiink, amely megfelel a
feltételeknek és nem a kivételes esetet mutatja. A segédtétel szerint van olyan e; egyenes, amelyen van masodrendi
pont. Ha e; elhagyasa utan sem a kivételes eset all els, akkor M — 1> M’ >n — 1, s igy M > n. Ha a kivételes eset
jon létre, akkor e; nem mehet a4t olyan metszésponton, amin rajta kiviil n — 2 egyenes megy at, de ekkor legalabb 2
egyenest metsz olyan pontban, amin harmadik egyenes nem megy at, s igy M — 1 > M’ = n — 1, tehat M > n. Az
élesebb allitas is igaz tehat akarhany egyenesre.



