I. megoldas. 1. Tekintsiik elGszor a két oldal dsszegének esetét, legyen ABC' a keresett haromszog, BC = a az
adott oldal, m, az adott magassag, és BA+ AC = ¢+ b = e, az adott Osszegszakasz (1. abra). Forgassuk ra C-t az A
koriili ko korrel BA-nak A-n tali meghosszabbitasara a C’ pontba, ekkor C’ a B koriili e sugari k kdron is rajta van, és
k a C’-ben érinti ko-t. Tovabba rajzoljuk meg az A-n dtmend, BC-vel parhuzamos g egyenest, ez szimmetriatengelye
ko-nak, igy ko dtmegy C-nek g-re vald Cy tiikkdrképén is.

c* 1. dbra

Minthogy a BC' alapot felvéve k, g és Cy megszerkeszthetSk, a feladatot visszavezettilk a k-t érint6 és a C, Cy
pontokon atmend ky kor megszerkesztésére, ennek kdzéppontja lesz a hatra levs A cstcs. ko-nak k-val valé C’ érintkezési
pontjat fogjuk meghatéarozni kozos ¢ érintGjiik és a CCy egyenes metszéspontjanak kitiizése utjan, ekkor az innen k-hoz
hizott érinté megadja C’-t, és A-t BC” metszi ki g-bol.

Legyen egy a C-n és Cg-on atmend és k-t két kiilonbozs pontban metszé kor k', k-val kozds pontjai D, E, és a CCy,
DE egyenesek kozos pontja H. Megmutatjuk, hogy H rajta van t-n, ez a keresett pont. Legyen k-nak és ko-nak a HC’
egyenessel val6é tovabbi kozos pontja F, ill. Fy, és alkalmazzuk a kor két szelGjén a metszéspontok kozott keletkezett
szakaszokra ismert tételt a H pontra és rendre a k, k', ko korre:

(1) HC'-HF =HD-HE = HC - HCy = HC' - HF,.

A sz81s6 tagokbol HFy = HF, ezért Fy azonos F-fel, tehat C’-vel is, mert ez k és kg egyetlen kozds pontja,
ennélfogva HC' azonos a keresett t-vel, C’ a H-bol k-hoz hizott (egyik) érinté érintési pontja.

(Fy és F' azonossaganak bizonyitasdban azt is felhasznaltuk, hogy mindkett§ a H-nak ugyanazon oldalan van. Ez
abbol kovetkezik, hogy C, vele kg és vele Cj is a k-ban van, hiszen BC < e, ezért a CCy szakasz része a CCj egyenes
k-ba es6 harjanak, ezért D és E a C'Cy egyenes ugyanazon partjan vannak, és igy H mindharom koérre nézve kiilsé
pont.)

A visszavezetéssel kapott probléméat megoldottuk, és ezzel az eredetit is. Csak azt kell még megjegyezniink, hogy &’
kozéppontjat tetszés szerint valaszthatjuk, mert az ad6d6é DE egyenes mindig ugyanabban a pontban metszi C'Cy-t,
hiszen ez a metszéspont azonos t és CCy, metszéspontjaval, H-val. — Ezek utan C’ kitiizése alapszerkesztés.

A szerkesztés helyességének bizonyitésara csak azt kell belatnunk, hogy a H-hol C’ atjén a fentiek szerint kapott
A pontra nézve fennéll AC = AC’. Valoban, az A koriill AC sugérral irt kort HC még egyszer Co-ban metszi, és
HC -HCy = HC'?, eszerint a kért C'-ben érinti HC', tehat AC” hossza a sugar.

A szerkesztés végrehajthato, ha Cy a k belsejében vagy a keriiletén adodik: BCy < e, azaz a® + 4m? < €%, ez
magdban foglalja az a < e feltételt is. Egyenléség esetén Cp a k-n van, ide esik H és C’, tehat csak egy héromszog
adodik; ekkor A felezi BCy-t, az ABC haromszog egyenls szara: BA = ACy = AC. k belsejében létrejott Cy esetén
viszont H kiils6 pont, két érinté hizhato belble, két haromszog adodik; benniik AC és AB kiilonbozok, mert C7 egyik
helyzete kozelebb van g-hez, mint Cp, masika tavolabb (de mindenesetre g-nek B-t nem tartalmazo partjan). Masrészt
eleve tudjuk, hogy egy megoldasnak BC' felez6 merdlegesére valo tiikkorképe is megoldés, ezért a kapott két megoldas
nem lényegesen kiilonb6zé.

I1. Adott két oldal kilonbsége: az AC — AB = b — ¢ = d szakasz. Fenti megoldasunk csekély modositassal ismét
hasznéalhat6 lesz. Az AC™ = AC szakaszt az AB félegyenesre meérjiik fel, igy BC'™* = d, tehat C* a B koriili, d sugara
k* koron lesz, és lényegében C™ megszerkesztését tekintjiik feladatunknak. A C, Cp pontokon dtmend, alkalmas k'™



kor altal most a k£*-bol kimetszett D*, E* pontokat 6sszekots szel$ metszi ki CCy-bol azt a H* pontot, ahol k*-nak
C™-beli t* érint6je is dtmegy, vagyis amely H*-bol hiizott érinté érintési pontja adja C'*-ot.

A szerkeszthetdség egyetlen feltétele d < a. Igy ugyanis C' a k*-ra nézve kiilsé pont, és ez all a CCy egyenes minden
pontjara, hiszen éppen C' a k*-hoz legkozelebbi pontja. Ezért H* nem lehet rajta k*-on, mindig 2 érint6t, 2 megoldést
kapunk, de ezek ismét szimmetrikus part adnak (a titkkérkép-megoldasban ¢ — b = d).

Az elemzés, bizonyitas és diszkusszio teljes végrehajtasat az olvasora hagyjuk.

Pintér Janos (Budapest, I. Istvan g. IV. o. t.)
Solymosi Andrds (Budapest, Petsfi S. g. IV. o. t.)

Megjegyzés. Rovidebben fogalmazhatjuk megoldasainkat a pontnak korre vonatkoz6 hatvanyara, két kor kozos
hatvanyvonalara, harom kor kézos hatvanypontjara vonatkozo fogalmak és ismeretek félhasznélé,séval A keresett kg
és az adott k (ill. k™) érintkezési pontjaban k6z6s lesz az érintGjiik, ez a h hatvanyvonaluk. C' és Cy pontjainkat a CCy
egyenes utjan kapcsolhatjuk 6ssze a hatvanyvonallal: keressiik meg h-nak ezen levd pontjat. CCy is hatvanyvonalla
lesz, ha vessziik a fenti k’-t (ill. k"*-ot), és ekkor k és k' hatvanyvonala megszerkeszthets, CCo-bol kimetszi a k, ko, k’
korharmas H hatvanypontjat, itt megy at h, és érinti k-t.

II. megoldas (vazlat). Az a és m, szakaszokbol ismert a haromszog ¢ teriilete, az e + a Osszeg pedig a 2s kertilet,
igy konnyen megszerkeszthets az ABC haromszogbe beirhato k kor sugaranak g, valamint az a oldalhoz hozzairt k,
kiils6 érint6 kor sugaranak o, hossza, a

t 2t am, t 2t amyg

T 5T % eta Ga =

s—a 2s — 2a e—a

ismert Osszefiiggések alapjan (2. abra bal fele). Ismeretes tovabba, hogy o és g, els6 kifejezésének s, ill. s — a nevezGje
éppen az A csics tavolsidga kq-nak, ill. k-nak az AB egyenesen levé érintési pontjaitol, és e két pont A-nak ugyanazon
oldalan van; igy az ugyanazon oldalegyenesen levs érintési pontok tavolsaga s — (s — a) = a.

2. dbra

Ezek alapjan egy a* egyenes a hosszisagu szakaszanak végpontjaiban emelt merdlegesekre (az egyenes ugyanazon
partjan) o-t, ill. g,-t felmérve megrajzolhatjuk k-t és k,-t, ezek méasik kozos kiils$ érintGje és barmelyik bels6 kozos
érintGje a*-gal egyiitt adja a keresett haromszog oldalegyeneseit (az abra kozepe).

A b — ¢ =d kiilonbség alapjan a b és ¢ oldalhoz hozzairt ky, ill. k., kiils6 érinté kor gy, 0. sugarat szerkeszthetjiik
meg;:

t 2t amg t amg
TS b a—btec a—d e s e atb’
s—bés s — c e korok AB-u lev§ érintési pontjanak téavolsaga A-t6l, A e két pont kozott van, igy tavolsaguk (s —b)(s —
¢) = a. A szerkesztés csak annyiban tér el az el6z6t6l, hogy a két kort a* két partjan kell rajzolnunk, a haromszog
oldalegyenesei a*, a korok masik bels6 kozos érintje (ami itt biztosan létezik), és barmelyik a kozos kiils§ érint6ik
koziil.
A bizonyitas és a diszkusszio végrehajtasaval az olvaso konnyen teljes megoldassa egészitheti ki vazlatainkat.

Korchmdros Gabor (Budapest, Rakoczi F. g. IV. o. t.) dolgozata alapjan
kiegészitésekkel

Megjegyzések. 1. A BC oldalt rogzitve az A cstcs egyrészt a BC-val parhuzamos, téle m, tavolsdgban halado g
egyenesen van rajta, masrészt azon az ellipszisen, ill. hiperbolan, melynek fokuszai B és C, és nagy tengelye e = b+ c,
ill. valos tengelye d = |b — ¢|. E két mértani hely kozos pontjainak megszerkesztését konnyiti, hogy g parhuzamos
a gorbe egyik tengelyével. A szerkesztést az 1325. feladaﬂ% ellipszis esetére véazolta, hiperbola esetére végrehajtotta.
Mindkeét gorbe O kozéppontja BC felezépontja, az ellipszis kis tengelyének L végpontjara BL = CL = e/2. Messe ¢
az O koriili OL sugaru k (kis-) kort M-ben, az OM félegyenes az O koriili, /2 sugaru n (nagy-) kért N-ben, ekkor
az A cstucsot az N-b6l BC-re bocsatott merdleges metszi ki g-bél (3. abra).

ILasd pl. Gallai T.—Hodi E.—Péter R.—Szabé P.—Tolnat J.: Matematika a gimn. III. o. szaméara, 12. kiadas, Tankdnyvkiad6, Bp. 1962,
197-200. o.
2K. M. L. 30 (1965) 207. o.
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3. dbra

Eff Lajos (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IIL o. t.)
2. A szerkesztést szamitassal tobbféleképpen is el6készithetjiik. Pl. a Heron-képlet alapjan:

16t* = 4a®m?2 = (e + a)(e — a)(a + d)(a — d),

e és d mindegyikéhez megszerkeszthetjiik a masikat.
Kalmdr Istvin (Debrecen, Fazekas M. g. IV. o. t.)



