L Ismerete, hogy minden haromszég M magassdgpontjanak barmelyik oldalra valé tiikdrképe a haromszog koré
irt koron van. M-et pl. a BC oldalra val6 tiikorképével 6sszekots egyenes merGleges az oldalra, ezért azonos az AM
magassag egyenesével, tehat a tiikorkép a feladat elGirasa szerinti As pont, és Ay As és M A, egyenlSk és egyirdnyuak.

1. dbra

Hegyesszogi haromszog magassagpontja a haromszog belsejében van, igy a pontok sorrendje a mondott magassag-
vonalon A, M, A1, Ay (1. abra), ezért (1) bal oldalanak els6 tagja az alabbiak szerint alakithato:

Ady AA+ A4y | MA | BC-MA, | BCM

2) AA, - AA, AA, BC - AA, BCA’

az utols6 tortben a BCM és BC'A haromszog teriileteinek aranya all, a teriileteket ugyanagy jeloltiik, mint magukat
a haromszogeket.
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(1) tovabbi két tagjat hasonloan alakitva a harom tort nevezGje kozos, szamlaloik Gsszege a haromszog teriilete,

igy valéban
AAy BBy CCy 34 BCM + CAM + ABM
A4, T BB, T CC, ABC -
II. Ha az A csucsnal derékszog van, akkor ide esik a By, C1 magassagtalppont, egyszersmind Bs és Cs is, igy (1)
méasodik és harmadik tagja 1; mésrészt a BC oldal — mint atfogd — a koriilirt kornek dtmérgje, tehat A, az A csics
tiikorképe, AA; = 2A A1, tehat (1) elsé tagja 2. Eszerint (1) valtozatlanul érvényes.

3+1=4.

1Lasd pl. az 1272. feladat II. megoldasaban, K.M.L. 29 (1964) 26. o.



III. Ha A-nal tompaszog van (2—4. abrak), akkor (1) els6 tagja tetszés szerinti nagy értéket felvehet, ezért az allitas
nem lehet igaz valtozatlanul. Megmutatjuk, hogy az &llitds agy marad helyes, ha alakjan nem véltoztatunk, de a
szakaszokat irdnnyal egyiitt értjiik, azaz — mint a hegyesszogl haromszog esetében — a hanyadosokat akkor vessziik
pozitivnak, ha a szamlalobeli szakasz egyirdnyd a nevezGbelivel; ha pedig azzal ellentétes iranyt, akkor a hanyados
negativ. Ha viszont irdnyitast nem vesziink figyelembe, akkor tompaszogt haromszog esetében (1) bal oldalarél semmi
hatarozottat nem Allithatunk.

Feltevésiink szerint az A; magassagtalppont a BC' oldalszakaszon van, vagyis a koriilirt kor belsejében, a By és
C1 talppontok viszont a C'A, ill. BA oldal A-n tali meghosszabbitasan, a koron kiviil. M is a koéron kiviil van, AA;-
nek a cstcson tili, BB;-nek és CC;-nek pedig a talpponton tili meghosszabbitasan. Igy a szamlalé az (1)-beli elsd
hanyadosban mindig egyiranyu a nevezovel, a (2) atalakitas most is érvényes. A 2. és 3. hanyadosban viszont az iranyok
lehetnek egyezdk is, ellentétesek is, és lehet a szamlalo O is.

Ha BBs egyezs iranyt B Bi-gyel, akkor a pontok sorrendje: B, Bs (a koron), By (a koron kiviil), M (2. és 3. abra);
gy

BBy = BBy — ByB; = BBy — B1 M.

Ellentétes iranyitas esetén pedig Be, B, B1, M a sorrend (4. dbra), és
BBy =—BsB =—(BsBy — BBy) = BBy — BoB; = BBy — B1 M,

vagyis a két kifejezés alakra nézve ugyanaz. Hasonléan adddik mindegyik lehet&ség esetére CCy = CC; — C1 M. Ezek

szerint
BBz_l_BlM_ _AC-BlM_l_ACM CCg_l_ABM
BB; BB; AC - BB; ACB’ cc, ABC’

és (1) bal oldala igy alakul

n BCM — ACM — ABM
ABC '

Az A csics a BCM haromszog belsejében van, ezért a szamlalo egyenls az ABC haromszog teriiletével, és igy a
hanyados 1, a kifejezés értéke 4. Ezt akartuk bizonyitani.
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Megjegyzés. Az iranyok (elGjelek) figyelembevételének sziikségességére méas oldalrdl joviink ra, ha az allitast trigo-
nometriai és goniometriai Gton bizonyitjuk. Egységnek véve a koriilirt kor AA" atmérdjét, a szogek szokasos jeldlésével
az AA1C és AA'C derékszogl haromszogekbdl (1. abra):

(3) AA; = AC -siny = AA’ - sin Bsiny = sin Ssin~y,
mert AA'C<< = ABC< = (3. Masrészt az AA’ Ay derékszogl haromszogben
AA' Ayt = ABAy<a = ABC<a + CBAs<a = ABC<a + CAAyq =
=B+ (90° =) =90° — (y — B), ésigy
(4) AAy = AA" - sin AA' Ay = cos(y — B).

Ezeket és az (1)-beli tovabbi szakaszokra adodo hasonlo kifejezéseket (1) bal oldalaba helyettesitve azonos atalakitasok
atjan adodik az allitas helyessége.

Marmost (3) és a belsle a betiik ciklikus felcserélésével ad6d6 BB; = sinysina, CCy; = sinasin 8 kifejezések
minden haromszogben pozitivok, viszont (4) és a BBy = cos(a — ), CCy = cos(f8 — a) = cos(a — ) jobb oldala lehet
negativ is, amennyiben pl. a a — v, ill. « — 8 tompaszog (3. és 4. abra).



