I. megoldas. a) (1)-bdl y fejezhets ki konnyen, (2)-bdl pedig .
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ezek alapjan az abra 3-3 agbol allo gorbéit kapjuk,(1) gorbéje szaggatott vonallal van rajzolva. Az (1) gorbe az X-
tengelyre szimmetrikus, a (2) pedig az Y-ra. Nem kapunk y-t (1)-bol, ha 0 < 2® < 16, és z-et (2)-bdl, ha —88 < y* < 0.
(Az (1) gorbének aszimptotaja az Y-tengely, (2)-nek pedig az X-tengely.) Az értéktablazatot 0,5 hosszusagu lépések-
ben készitve és a grafikon hosszegységét 1 cm-nek véve (dbrank ennek 1 : 2 aranyu kicsinyitettje) a metszéspontok
koordinatai, vagyis a gyokok kb. milliméter, azaz egy tizedes jegy pontossiggal olvashatok le. Mar az értéktablazatbol
kiolvashato, hogy az 1 = 4, y1 = 2 koordinataju M; pont mindkét gérbén rajta van, tehat ez az értékpar pontos
megoldés. Az dbra két tovabbi metszéspontot mutat, ezekbdl két kozelité megoldast olvashatunk le:

T2 =~ _3575 Y2 ~ 2;53 és T3~ _0737 Y3 ~ _455
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b) Az egyenletrendszerbdl a konstans tagokat kikiiszobolve — vagyis (1)-et 11-gyel, (2)-t (—2)-vel szorozva és
osszeadva — homogén harmadfoku egyenlet adodik, abbél pedig pl. z>-nel valo osztas utjan az y/z = z hanyadosra
kapunk harmadfoki ogyenletet:

1123 — 62%y — 33xy® 4+ 2y° = 0, 223 — 3322 — 62+ 11 = 0.

Tudjuk, hogy ennek az egyenletnek egyik gyoke z1 = y1 /21 = 1/2, ezért a bal oldalbodl kiemelhets a megfelels z — 1/2,
s igy ennek 2-szerese is, a 2z — 1 gyOktényezs. Valoban

225 — 3322 — 62+ 11 =222 — 1) =322 — 624+ 11 =
=2%(22—1) —162(22 — 1) — (222 — 11) = (22 — 1)(2? — 162 — 11),

igy a tovabbi két gyok a 22 — 16z — 11 = 0 egyenletb6l zp 3 = 8 & 5v/3.
Marmost y = zz = (8 & 5v/3)x helyettesitéssel (1)-bél

23 5(1 — 32%) = 23 5(—416 F 240v/3) = 16,

16 1 Y e
=2 =2 =1/ —26 + 15V/3,
2 \/—416 24073 \/—26;15\/5

:F

és igy

yos = V(8= 5v3)°(~26 £ 15v/3) = {/—37F 30v3.
Megprobéljuk elGallitani x2 3-t ¢ £ dv3 alakban, ahol c és d egész szam. Ez sikeriil, igy ugyanis
2% = ¢(c® + 9d%) + 3d(c® + d*)V/3,

és a

c(c? +9d*) = —-26,  3d(c*+d*) =15



egyenletrendszernek megoldasa ¢ = —2, d = 1. Ennélfogva
To3=—2+ V3, és ebbol Y2,3 =223 Ta3=—1F 2V/3,
két tizedes pontossaggal
r3 ~ —0,27, ys ~ —4,46; To 2 —3,73, Yo = 2,46;
ami a grafikus megoldast igazolja.

II. megoldas a b) részre. Az abrarol ugy latszik, hogy My, M és Ms egy origd kdzéppontu korén vannak, a
leolvasott kozelits értékekbdl is

2 +y? = 20, r2 + y2 ~ 20,34, T3+ ys ~ 19,94,

kozel egyenlSk. Bebizonyitjuk, hogy ez a sejtés helyes.
(1) és (2) négyzetében csak paros kitevss hatvanyok lépnek fel, és a bal oldalak Gsszegében felismerjiik a négyzet-
Osszeg kobét:

I’2($4 _ 6$2y2 4 9y4) 4 y2(9$4 _ 6$2y2 4 y4) —
= 25 4 32%y? + 322y* + 48 = (22 +4?)° = 8000 = 203
Eszerint ha egy =, y értékpar (1)-et is, (2)-t is kielégiti, akkor teljesiil r4 az egyszeriibb z? + 3? = 20 egyenlet is.

Ennek alapjan (1)-bol y-t kikiiszobolve és az ad6do egyenlet 0-ra redukalt alakjanak bal oldalat az ismert 1 = 4-hez
tartozod gyoktényezdvel osztva

23— 152 -4=0; 2° 150 —4=2a%(z—4)+42> 150 —4=
=a2%(x—4)+4x(x —4) + (x —4) = (xz — 4)(2® + 4z + 1),
és az o2 + 4z + 1 = 0 egyenletbsl x5 3 = —2 & /3. Tovabba (2)-bdl
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Bdrdany Imre (Budapest — Matyasfold, Corvin M. g. III. o. t.)

III. megoldas a b) részre. Az abrardl ugy latszik, hogy My MsMs egyenls oldalu haromszog, s6t hogy a két gorbe
3-3 aga el6all egymasbol 120°-os forgatasokkal az origd koriil. Bebizonyitjuk az utobbi sejtés helyességét avval, hogy
ha P(x, y) barmelyik gorbe egy pontja, akkor a 120°-kal elforgatott P’(z’, ) pont is rajta van az illets gorbén.

Legyen P-nek az origétol valo tavolsaga r, és az X-tengely pozitiv felét az OP félegyenesbe vivé forgés szoge ¢;
ekkor z = rcosy, y = rsinp,

3 1
(3) :E’:Tcos(g0+1200):—gcoscp—%singoz5(—:10—3;\/5),
1
y' = rsin(p +120°) = 5(—y + 2V/3).

Ezeket irva (1) és (2) bal oldalan z, ill. y helyébe, a kifejezések az eredeti bal oldalakba mennek at:
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(@ = 3y"%) = — 1 = x(a® = 3y?),
—y+av3 Sy(zV3+y
y(@32"” -y = ————- ( 1 ) _ y(32* — y?),

és ez allitasunkat bizonyitja.
Ezek szerint M koordinataibol (3) alapjan kiszamithatjuk M-¢it, majd ezekb6l Ms-éit. Igy is a fenti megoldasokat
kapjuk.
Scsaurszky Péter (Pannonhalma, Benedek-rendi g. IV. o. t.)

Megjegyzés. © = rcosp, y = rsin helyettesitéssel és a trigonometrikus kifejezések felismerésével (1) és (2) igy
irhato:
r3cos3p =16,  r’sin3p = 88.
Eszerint a gorbék polarkoordinatas egyenlete:

1
r=3 6 , ill. r=23 ,88 .
€os 3¢ sin 3¢

Ez is mutatja a forgési szimmetrit, hiszen ¢-t 120°-kal névelve 3 névekedése 360°, a nevezdk és r értéke nem valtozik.

Innen is lathato, hogy (1)-nek az O-n atmend 60°-os és 300°-os forgasszogl egyenesek is szimmetriatengelyei, (2)-
nek pedig a 30°-os és 150°-0s egyenesek, tovabba az utobbi két egyenes (1)-nek, az el6bbi ketts (2)-nek aszimptotaja.
Az (1) gorbét 30°-kal elforgatva, valamint 88 és 16 kobgyokének ardnyaban nyuajtva a (2)-t kapjuk.

Molndr Agnes (Budapest — Cinkota, Kultirhaz utcai g. IV. o. t.)



