I. megoldas. Feltessziik, hogy az S sulypont és az M magassdgpont kiilonboz6, mert kiilonben a szimmetria-
tengely barmely S-en adtmend egyenes lehet, minden S kozéppontu szabédlyos ABC haromszog megfelel a feladat
kovetelményeinek, tehat a mértani hely az egész sik, S kivételével.

Miutan S és M a szimmetriatengelyen van, SM maga a szimmetriatengely, ezen mozog a C csucs, az alap erre
merdleges és félakkora tavolsagra van S-t6l, mint C. Valasszuk a derékszogi koordindtarendszer origojanak S-et, YV
tengelyének az SM egyenest, M ordinatajat 1-nek, és legyenek ezeknek megfelelGen A és B koordinatai (z, y), és (—z,
y). Ekkor C koordinatai (0, —2y).

A CA szar és a BM magassag merdlegesek, ez akkor és csak akkor teljesiil, ha iranytangenseik szorzata —1, tehat
ha z # 0, és

y—(=2y) 1-y _3yld-y) _
T r x2 -
Mivel  nem 0, atszorozhatunk a négyzetével és rendezhetjiik az egyenletet. A mértani hely tehat azokbol a pontokbol
all, amelyeknek koordinataira

(1) 3y? — 3y — 2% =0, z #0.
Egyenletiink igy is irhato:
2 2 1,2
1 3 22 (y—3)
3<y—§> —CC2=Z’ _?4_7%2 =1
1

Eszerint A és B mértani helye az a hiperbola, az Y tengelyen levé pontjai kivételével, amelyiknek kdzéppontja a
(0, 1/2) pont — vagyis az SM szakasz felez6pontja —, f6tengelye az Y tengely — méas szoéval az SM egyenes —, £6-, ill.
melléktengelye felének hossza (a =) 1/2, ill. (b =) V/3/2, ezért cstcsai S és M (ezek nem tartoznak a mértani helyhez),
fokuszainak tavolsiga a kozépponttol 1(ti. a? + b? négyzetgyoke), masrészt aszimptotai a fétengellyel 60°-os szoget
zarnak be.

Meg kell azonban jegyezni, hogy az SM egyenesen végigfuté C pontnak nem minden helyzetéhez tartozik harom-
sz0g. (1)-b6l 2? = 3y(y — 1) negativ, ha 0 < y < 1, masrészt a fent kizart z = 0 esetben (és csak ekkor) y = 0,1.
Eszerint C' ordinatajara vagy —2y > 0, vagy —2y < —2, tehat mig C az abra SE szakaszan halad végig, nem jon létre
haromszog.

Magjtényi Gabor (Pannonhalma, Benedek-rendi g. IV. o. t.)

II. megoldas. A mértani helyet megéllapithatjuk koordindta geometria felhasznaldsa nélkiil is, ha mar elég sok
pont megszerkesztése utan kialakult, hogy milyen gorbét varhatunk megoldasul.

Jegyezziik meg elGszor is, hogy az S silyponttal és M magassagponttal egyiitt a haromszog koré irt kor K ko-
zéppontja is kdzos a szoban forgd egyenls szart haromszogekben. K-t ugyanis megkaphatjuk pl. mint a BC oldalra
A; felezGpontjaban emelt merdlegesnek az SM egyenessel valo metszéspontjat. Ekkor azonban az ASM és A1 SK
hasonlé haromszogekbsl SK/SM = SA,/SA =1/2, SK = SM/2, és S a K és M pontok kozt van, miutan A-t és
Aj-et is elvalasztja]. Eszerint C egy bizonyos helyzetéhez tartozéo A, B pontpar csak a K korill KC' sugérral irt koron
kereshets. Masrészt AB-nek D felezGpontja C'S-nek S-en tuli meghosszabbitasian CD = 3CS/2 tavolsagra van, A és
B pedig a D-ben SM-re allitott merdlegesen. Ezek szerint A és B a merdlegesnek a fenti korrel valé metszéspontjai.
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!Minden haromszdgre igaz, hogy M, S és K egy egyenesen van, a haromszog un. Euler-egyenesén és SK = SM/2. Lasd pl. Gallai
T.-Hodi E.—Szabo P.—Tolnas J.: Matematika az alt. gimn. III. o. szdmara, 12. kiadas, Tankdnyvkiadé, Budapest, 1962, 163. o.



Egy K kozepd kor kétszer metszi SM-t, ezért egy ilyen kort — ha KC > KM — egy csapasra két A, B pontpar
szerkesztésében hasznalhatunk fel. (KS < KC < KM esetén csak egyik C helyzethez kapunk igy A, B-t, KC < KS
esetén pedig egyikhez sem. KC' = K S esetén szakassza elfajult haromszog adodik, ugyanigy KC = KM esetén az
egyik C helyzethez. Ismét adodik, hogy az SK négyszeresére nyujtasaval kapott SE szakaszon levé C-k nem adnak
haromszoget.) A pontparokat szaporitva hiperbola latszik kialakulni, melynek cstiicsai S és M. Ha sejtéstink helyes,
az SM szakasz G kozéppontjat az abra ,tavoli” B* pontjaval Osszekots egyenes kozel all az egyik aszimptotahosz,
azért az S-ben SM-re allitott merdlegessel (a cstucsérint6vel) valo H metszéspontjat G koriil SM-re forgatva az egyik
fokuszhoz kozeli pontot kell kapnunk!q A forgatas K-hoz kozel es6 pontot ad, ezért megprobaljuk bebizonyitani, hogy
a mértani hely az a hiperbola, melynek cstacsai M és S, és egyik fokusza K (igy a masik fokusz K-nak G-re vonatkozo
F tiikorképe).

Legyen C az SM-nek M-en tili meghosszabbitasan — igy D az SK-nak K-n tali meghosszabbitasan van —, és
legyen KC' = KA = r, tovibba SM = 2aq, igy FoM = SK = a.

FyA? = F,D? + DA? = [, D? + KA? — KD? = KA? + (FoD + KD)FL K,
ehhez FoD = F,S + SD, KD =S5D - SK, ezért

D+ KD=2a+25D=2a+CS=2a+(r—a)=r+a
FyA? =12 + (r +a)da = (r + 2a)?,
A =r+2a, vagyis FoA— KA=2a=S5M,

amit bizonyitani akartunk.

Csekély kozbiilss eltérések utan ugyanerre az eredményre jutunk, ha C az SM szakaszon van, ha pedig SFE-nek
E-n tali meghosszabbitasan van C, akkor KA — Fo A = 2a.

Hasonléan meg lehet mutatni, hogy ha Fo K = 4a, és Fo A — KA = 2a, vagy KA — Fo A = 2a, de A nincs FoK-n,
tovabba a C pontot ugy jeloljik ki a KF, egyenesen, hogy A-nak D vetiiletétsl 3-szor annyira legyen, mint S (a
K F; szakasz els6 negyedel$ pontja), és ugyanazon az oldalon, B pedig A tiikorképe D-re, akkor KC' = K A, tehat
K az ABC egyenl$ szaru haromszog koré irt kor kozéppontja, S a sulypontja, és igy M a magassagpontja; tehat A
hozzatartozik a mértani helyhez.

Marki Ldszlé (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IV. o. t.)

2Ugyanis a hiperbola kozéppontja koriili, a fokuszokon dtmend kor atmegy a cstucsérintSk és aszimptotak metszéspontjain is.



