I. megoldas. A feladat szovege szerint elég egy ilyen fiiggvényt megadni. Keressiik ezt az els6fokd polinomok kozt,
azaz
f(x) =dx+e

alakban. Az elsirt

ad(x — 1) + ae + bd(1 — z) + be =
=d(a—b)x —d(a—0b)+e(a+b)=cx

azonossag fennall, ha a két oldalon = egyiitthatoja és az allando rész egyenls, azaz

(2) dla—0b) =c, és
—d(a—b)+e(a+b)=—c+e(a+b) =0.

Eszerint

(3) d=—° ¢ és igy

a—1b’ R
c c
o) == "+ o=
megfelel, ha a — b és a + b egyike sem 0.
Ha a = b vagy a = —b, akkor (1) igy alakul:

alf(x — 1) £{(1 — z)] = cx;
ide x = 0-t és x = 2-t helyettesitve
alf(-1) £ £(1)] =0, alf(1) ££(-1)] = 2e¢.

Mivel a két esetben a zardjelben vagy ugyanaz all, vagy csak elGjelben kiilonb6z6 mennyiség, igy kell, hogy ¢ = 0 legyen.
Ha még a is 0, azaz a = b = ¢ = 0, akkor minden mindeniitt értelmezett fiiggvény kielégiti (1)-et, semmitmondé esetre
jutunk.

Haa=05b#0, ¢ =0, és ismét elséfoku fiiggvényt keresiink, akkor

a-2e=0, e=0, f(x) = dx adodik;
ha pedig a = —b # 0, ¢ = 0 akkor
a-2d=0, d=0, f(x) =e adodik.

Ezzel minden olyan esetben, amikor az (1) egyenlet megoldhato, megadtuk egy megoldasat (az utolso esetekben
tobbet is).

Megjegyzés. Ha pl. pontosan masodfokt polinom megoldast keresiink, hasonléan lathato, hogy ilyent csak a + b =
0 = ¢ esetben talalunk, és ilyenkor minden kz? 4+ n alaka polinom (k # 0) megfelel. — Az alabbi megoldas megadja az
Osszes (1)-nek eleget tevs fliggvényt.

I1. megoldas. Irjunk (1)-ben z helyére el6bb 1 4 z-et, majd 1 — a-et, igy

(4" a-f(x) +b-f(—2) =c+cx,
(4") a-f(—x)+b-f(x) = c—cz,

majd vonjuk ki az els6 egyenlet a-szorosabol a masodik egyenlet b-szeresét:
(5) (a? — b*) - f(x) = (a — b)c + (a + b)cz.

Innen a? — b2 # 0 esetén az egyetlen megfeleld fiiggvény

c cx
f(x) = .
() a+b + a—b
Valoban, ekkor
c clx —1) c c(l—x)\ B
a<a+b+ a b >+b<aiz+‘;tz‘ sctez-l)=cr

A kizart esetekben (5) bal oldala azonosan 0, jobb oldala pedig akkor, ha

(6) (a—=b)c=0, és (a # b)e=0.



Haa—b=0,¢ésa+b#0,azaz a = b # 0, akkor (6) csak ¢ = 0 esetén teljesiil. Ekkor mar (4') és (4”) is azonosak,
a-val osztva
f(z) = —f(—=),
vagyis megfelel minden pératlan figgvény [, pl. z; 2%; 4 2% — 7,22 + 4,92; sinz (az utébbi példa esetében z, z — 1 és
1 — z ivmeértékben, radianban mért forgasszogek). Viszont a = b # 0 # ¢ esetén nincs az (1)-nek eleget tevs fliggvény.
Hasonléan a +b =0, a — b # 0 esetén (6) miatt csak ¢ = 0 esetén van megoldas, ekkor b = —a # 0, és (4')-bél

f(z) = f(—x),
vagyis megfelel minden paros fiiggvény pl. 1; z%; 2° — 62% 4 4; cosz. (Viszont ¢ # 0 esetén nincs megoldas.)
Végiill ha a — b =a+ b =0, vagyis a = b = 0, akkor méar (1)-bdl lathato, hogy ¢ = 0 kell legyen, és ekkor barmely
mindeniitt értelmezett f(z) fiiggvény megfelel.
Berkes Istvin (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IIL o. t.)

III. megoldas. Ha az f(z) fliggvény mindeniitt értelmezve van, akkor a

flx) +f(—z) f(z) — f(—x
) = DDy )T
képletekkel értelmezett fiiggvényekre g(z) = g(—=x), és h(x) = —h(—=x), azaz g(x) paros fiiggvény, h(z) paratlan

fliggvény, tovabba
f(z) = g(x) + h(z).
Ezt (1)-be beirva

S

Jglea—1)+h(x—1)]+b-[g(l—2)+h(l-—2)]=
=a-[glx—1)+h(z—-1)]+b-[glx—1)+h(z—-1)] =
(a+b)-glx—1)+(a—b) -h(z—1) = ca.

=
I

x helyébe 2 — x-et irva
(a+b)-gl—2)+(a—>b)-h(l—2)=
(B) =(a+b)-glx—1)—(a—b) -h(x —1) =2c— cz.
(B)-t (A)-hoz adva, ill. abbol levonva és 2-vel osztva
(a+0)-glx—1)=c, (a=0b)-h(z—1)=c(z—-1).
vagy « helyébe z + 1-et frva
(C) (a+D)-glz) =c, (D) (a —b) -h(z) = cz.

Marmost ha «) a + b # 0, akkor (C) miatt
c

gle) = a+b’
B) ha a + b =0, akkor (1)-nek csak abban az esetben van megoldasa,
ha ¢ = 0; ekkor viszont g(z) tetszbleges;
~v) a — b =0 esetén (D) miatt
c
h(z) = %
0) ha ab = 0, akkor (D) miatt (1)-nek csak abban az esetben van megoldésa,
ha ¢ = 0; ekkor viszont h(x) tetszéleges.
Osszefoglalva a lehetséges eseteket: ay) a? # b® esetén

c .

a+b’

ad) a = b # 0 esetén, ha még ¢ # 0, akkor nincs megoldas; ha pedig
c = 0, akkor tetsz6leges paratlan fiiggvény megoldés;

Bv) a = —b # 0 esetén, ha még c # 0, akkor nincs megoldas, ha pedig
¢ = 0, akkor tetszGleges paros fliggvény megoldas;

B6) a = b = 0 esetén, ha még ¢ # 0, akkor nincs megoldas, ha pedig ¢ = 0, akkor tetszsleges fliggvény megoldésa
az adott egyenletnek.

c

Bdardny Imre (Budapest — Matyasfold, Corvin M. g. III. o. t.)

Ismeretes, hogy az f(—x) fiiggvény képe megkaphato f(x) képébsl az Y-tengelyre valo tiikrozéssel, — lasd pl. Szdsz G.~Hédi E.—Tolnai
J.: Matematika a gimn. IV. o. szdméra, 11. kiad4s, Tankdnyvkiadd, Bp., 1962. 45. o. Hasonloan a —f— (z) fliggvény képe megkaphat6 f(—z)
képébol az X-tengelyen valo tiikrozéssel, vagyis f(x) képébsl az origora valo tiikrozéssel, mas szoval az origd koriili 180°-os forgatassal.

Ha f(—x) képe egybeesik f(x) képével — mint pl. minden olyan polinom esetében, amely x-nek csak paros kitev4jii hatvanyait tartalmazza
—, akkor f(x)-et pdros fiiggvénynek nevezziik. Ha —f(—z) képe egybeesik f(z) képével — mint pl. minden olyan polinom esetében, amely
z-nek csak paratlan kitevgji hatvanyait tartalmazza —, akkor f(z)-et pdratlan figgvénynek nevezziik.



