Tekintsiik elGszor a (6) Osszefiiggést, amelyben csak két szomszédos tagja szerepel a sorozatnak. Itt & legkisebb
lehetséges értéke 2, ekkor az éllitas igaz, a definicid els6 része szerint. Tegyiik fel, hogy igaz (6) az index valamilyen n
értékére, ebbdl a definicié méasodik része alapjan megmutatjuk, hogy igaz az 1-gyel nagyobb indexre is, tehat minden
k > 2 egész szamra igaz. A feltevés szerint

2an-1 = an — (=1)""" = ap + (-1)",
ezért (1) szerint
9) Upt1 = 2ap_1 + ap, = 2a, + (—1)7,

ami allitasunkat igazolja. )
Hasonloan (7) igaz k = 1 esetén. Es ha igaz valamilyen n indexre, akkor igaz n + 1-re is, mert (1) felhasznalasaval

U1+ Gnyo = Any1 + (200 + ang1) = 2(an + Gpyq) = 22" =271
tehat (7) igaz minden pozitiv egész k-ra.
(7) és (9) felhasznalasaval mar megadhatjuk a, keresett kifejezését. Adjunk (9) mindkét oldaldhoz a,-t és alkal-
mazzuk a bal oldalra (7)-et:
ap, + apt1 =2" = 3a, + (—1)", amibdl
10 R Vi
(10) a .

Fejezziik ki (8) bal oldalat (10) alapjan (feltéve természetesen, hogy k — 4 > 1, azaz k > 5):

1 B B 2k—4 B
ak—ak_4=§[2k—(—1)k—2k L (D) = 3 (2t —1)=5.2k4=
=10-2*77,

ugyanis k és k — 4 egyenl6 parossagu szamok, (—1)-et ezekre a kitevSkre emelve a hatvany egyenls. Eszerint (8) igaz
5-t61 minden k egész szamra.

Minthogy 2%7° egész szam (és a sorozat tagjai is egész szamok), azért (8) azt fejezi ki, hogy a sorozat minden
tagja (as-t6l kezdve) ugyanolyan jegyre végzédik, mint a 4-gyel kisebb indexi tag. Eszerint asj;1 utolsé szdmjegye
megegyezik aq(j_1)4+1, G4(j—2)+1, - - -, a1 utolsé jegyével, ami 1. Hasonléan a 45 + 2, 45 + 3, 4j sorszami tagok utols6
jegye rendre egyenl§ ao, a3, aq utolso jegyével. as =1, az = 3, aq = 5; igy a jegyvégzédésekre vonatkozo allitas helyes.

(2) bal oldalan az egyméas utani tagparokat (7) alapjan kifejezve k — 1 tagi mértani sorozatot kapunk, és még az
Osszeg utolsd tagjat:

Sop—1 = (a1 +az) + (a3 +as) + ... + (a2p—3 + agp—2) + G2py1 =
=2+2942° 4. +2% 3 fag .
Innen a mértani sorozat Osszeg-képlete, majd (10), végiil (1) alkalmazasaval tovabb haladva az Gsszefliggés igaznak
bizonyul:
22k—2 _ (_1)2k—2

(22)k—1 -1
) - . =2.
27 1 + agk—1 3

+agk—1 = 2a25—2 + A2p—1 = A2k.

Sop—1=2"

+

Hasonloan (3) esetében, k tagi sorozattal:

Sor = (a1 + a2) + (as +aq) + ... + (a2k—1 + azx) =
(22)k: -1 22kr+1 -9
2-1 3

=2422 4254 42% 1 =2,

22k+1 _ (_1)2k+1

= —-1= -1,
3 G2k+1

tehat (3) is helyes.
Mivel k és k — 4 egyenl6 parossagu, (2) és (3) felhasznéalasaval paros és paratlan k-ra egyarant

Sk — Sk—4 = Qp41 — k3,

a jobb oldal pedig (8) alapjan 10 -2*~%; a (4) osszefiigges is helyes.



Veégiil (5) igy irhato:
2

(5) Si== (26— 1),

ez nem lehet érvényes minden k-ra, hiszen paratlan k esetén 2¥ — 1 nem oszthat6 3-mal, és igy Sk nem volna egész

Szam:
22k+l 1 = 9.4 1 =4k 4 (4 —1%),

ahol a mésodik tag oszthatéo 4 — 1 = 3-mal, de az els6 nem. Paros k-ra azonban érvényes az allitas, mert (3) és (10)

felhasznalasaval
22k+1 +1 22k+1 -9
SQk:a2k+1_1:T_ =3

és ez egyenld (5) jobb oldalaval, ha k helyére mindkét oldalon 2k-t irunk.
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Megjegyzés. A feladat utolso elGirasanak megfelel az (1)-bél adodo

1

an = 5 (an+2 = ania)

kifejezés is. Ennek felhasznalasaval Si-ra is adhatunk a (10)-héz hasonld, minden indexre érvényes és csak az indexet

tartalmazo kifejezést.

Sp=a1+as+...+ap =

asz — a2 a4 — ag ag+1 — Ak Ak+2 — Q41
5 5 4+ ...+ 5 + 5 =
_Gpg2 —az 1 (2k+2 —(=1k 1) _1 (2k+1 (=1 +3> _
2 2 3 3 2
z<ﬁ_3+emv
3 4 '

Paros k esetén (5) azonos ezzel, paratlan k esetén viszont nem, ekkor az Osszeg

2, 1

ekkor (5) nem érvényes.



