I. megoldas. Rendezziik 4t (1) bal oldalat a méasodik tényezében felleps a, b ill. ¢ tag szorzoit foglalva 6ssze, ekkor
a bizonyitandoé egyenlétlenség a kovetkezd alakot olti:

(2) a(d® + ¢ — a®) + b(c + a® — b?) + c(a® + b* — %) < 3abe.
Adjunk a bal oldal els6 tagjahoz 2 abc-t, a méasodik és harmadik tagbol és a jobb oldalbodl vonjunk le ugyanennyit:
al(b+¢)* — a®] + bl(c — a)* = b*] + c[(a — b)* — ¢*] < abe.

A bal oldal igy alakithato tovabb a méasodik tényezdket szorzatta alakitva, majd kiemeléssel és ujabb szorzattd alaki-
tassal:

alb+c—a)b+c+a)+blc—a+b)(c—a—-b+
+cla—b—c)la—b+c) =
=(b+c—a)a*—(b—c)?]=b+c—a)a—b+c)a+b—c),
tehat a bizonyitando egyenlGtlenség a kovetkezs alakban is irhatod
(3) (a+b—c)la=b+c)(—a+b+c) < abe.

A haromszog-egyenlStlenség miatt a bal oldal tényezdi pozitivok. Felirva két-két tényezGre a mértani és a szamtani
kozép kozti egyenlStlenséget, ezek szorzata (3)-at adja:

Via+b—c)a—b+ec)<a, Vie—=b+c)(—a+b+c)<ec,
V(—a+b+c)a+b—c)<b

Lévai Ferenc (Tatabanya, Arpad g. IIL. o. t.)

Megjegyzések. 1. A (3) — és vele egytitt (1) is — akkor is érvényes, ha a, b, ¢ olyan pozitiv szamok, amelyek nem
teljesitik a haromszog-egyenlGtlenséget. A szimmetria miatt elég az a > b > ¢ esetre szoritkoznunk, ekkor a bal oldal
els6 két tényezGje pozitiv, a harmadik negativ vagy 0, tehat (3) valoban fennall.

Domokos Liszlo (Tatabanya, Arpad g. III. o. t.)

2. Az (1) szimmetrikus volta miatt feltehets, hogy a < b, a < ¢. A jobb és bal oldal kiilonbsége
ala—=b)(a—c)+bb—c)b—a)+clc—a)(c—b) =
=ala—b)(a—c)+ (b—c)b* —ab+ac—c?) =
=alb—a)(c—a)+ (b—c)*(b+c—a)

alakra hozhat6. Err6l is latszik, hogy nem negativ, ha a, b, c tetszés szerinti nem negativ szdmok; 0 is csak aza =b=c¢
esetben lesz.

II. megoldas. Az egyenlGtlenség fenti (2) alakjat bizonyitjuk. A zardjelek helyére a koszinusz-tétel alapjan a
megfelel§ szorzatot irva, majd pedig a pozitiv 2 abc-vel osztva ezt kell bizonyitanunk:

cosa + cos 8+ cosy < 3/2.

Ezzel a feladatot lényegében visszavezettiik az 1964. évi Orsz. Kozépisk. Matem. Tanulm. Verseny II. fordulojanak
1. feladatara, aminek részletes vizsgalatat a K. M. L. 29. kotetének 105-107. oldalan lattuk (IV. és V. megoldas),
egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, haa =b = c.

Szorényi Miklos (Pécs, Széchenyi I. g. IV. o. t.)

II1. megoldas. Az idézett versenyfeladat V. megoldasahoz fizott megjegyzés szerint (1) bal oldalat 2 abe-vel osztva
a hanyados 1 4 o/r, ahol p a haromszogbe, r pedig a koréje irt k kor sugara; igy a jobb oldal 3/2-del egyenld, elég
tehat a o/r < 1/2, azaz ¢ < r/2 egyenl6tlenséget bizonyitanunk.




Rajzoljunk kort a H haromszog oldalainak felez6pontjain at. Ennek a sugara r/2. Huzzunk a kornek a haromszog
egyes oldalain tulnydlé ivéhez a megfelel oldallal parhuzamos érint6t; ha valamelyik oldal érinti a kort, akkor az oldal
egyenesét vegyiik. Ezek egy a H-hoz hasonlo és azt tartalmazo H; haromszoget alkotnak. Igy H beirt korének sugara,
legfeljebb akkora lehet, mint H;-é, vagyis legfeljebb r/2, és ekkora is csak akkor lehet, ha H-t beirt kére mindharom
oldalanak felez6 pontjaban érinti, ami nyilvinvaléan csak szabalyos haromszognél kovetkezik be.

Megjegyzés. A o < r/2 egyenlGtlenségre tovabbi bizonyitasok talalhatok pl. Kirschdk J.—Hajos Gy.—Neukomm
Gy.—Surdnyi J.: Matematikai versenytételek I. rész, 3. kiadas (Tankonyvkiadd, Budapest 1965) 40. o. és IL. rész, 2.
kiadas, 86. o.



