1. ap értékét tetszés szerint megvélasztva by értéke csak ag — a1 vagy ap + aq lehet (ha ti. a1 > 0; a; = 0 esetén
pedig bg = ag), irjuk ezt roviden igy: by = ag & a1. Hasonldan ¢ = bg = b1 = ag £ a1 £ b1, majd dg = ap £ a1 £ b1 tcy,
végul apg = do + dl = Qo + ajy + b1 + C1 + dl, vagyis

(2) :I:a1:|:b1:|:01:|:d1:().

Hagyjuk figyelmen kiviil az érdektelen a; = by = ¢; = dy = 0 esetet, igy (2) bal oldalan legalabb egy szam el6tt a
+ jel érvényes a két jel koziil, és legalabb egy el6tt a minusz jel. Ebb6l, a minusz jellel 4ll6 szdmokat a jobb oldalra
attéve, Qo létezésének sziikséges feltételeként azt kapjuk, hogy Q1 szamai ugy legyenek rendezheték két csoportba —
ti. a Qg-on végigmenve noévekedést, ill. csokkenést add valtozasok csoportjara —, hogy

«) mindegyik csoport tartalmazzon legalabb egy, a 0-t6l kiilonb6z6 szamot, és hogy

B) a szamok Osszege a két csoportban ugyanannyi legyen.
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E feltételek minden lehetséges esetben elegenddk is. Ugyanis o) miatt a két csoportban vagy 3 és 1 szam all, vagy
2-2 szam. A maéasodik esetben a 2-2 egyenld jeld szam vagy 2 szomszédos part alkot, vagy paronként szétvalasztjak
egymast, ezért ) a fent idézett megallapitasokra tekintettel lényegében 3 kiilonbozé tipus szerint teljesiilhet:

(3’) a; + b1 +c =d,
(3”) a1 + bl = C(C1 —+ dl,
(3/”) a1 + C1 = bl =+ dl.
(

Ha @1-ben van 0 tag is, a kiilonb6z6 tipusok szama kevesebb.) Ekkor egy az (1)-et kielégits szamnégyes rendre:

4) Qo ag, ag-+ai, ag-+ai+bi, ag+ai+b+ep;
(4") o ap, ag+ai, ag+a+bi, ap+ar+b—cy;
(4") o ag, ag-+ai, ag-+ai—by, ag+ar—>b+ecr;

ahol ag tetszés szerinti egész szadm. Most mar ezt is mondhatjuk: Q¢ létezéséhez sziikséges és elegendd, hogy @Q:1-re a
(3")-(3"") feltételek valamelyike teljesiiljon.

2. Az alabbiakban az a1, b1, c¢1, di szamokat nem valamely Qo-bél szarmaztatottnak tekintjik. A szamdtoson
végigmenve a kétszeri novekedés és kétszeri csokkenés lényegében két kiilonb6z6 sorrend szerint 1éphet f6l: ng, né, fogy,
fogy, és n6, fogy, nd, fogy, vagyis a1 < by < c1 > dy > aq, ill. a; < by > ¢1 < dy > ay. Eppen ilyen valtozasok adodnak
a fenti Q(-ben és Qy'-ben is, ezért az ilyen szamnégyesekre fennall a megfelel6 masodik, ill. harmadik tipusi

ag +by =co+dy, ill. ag+co =by+dy

Osszefiigges is. Az aldbbi tablazatok szerint az elsd esetben legkésébb 6, a méasodikban legkésébb 4 1épés utan csupa 0
szamnégyesre jutunk, hiszen méar Qg mindegyik tagja as, ill. Q) mindegyik tagja a4.

Q”l ai § b1 § C1 Z dy Z ai
Q"2 az b2 C2 dy =az+ by —c2

Q"3 as b3 3 ds = |da — az| = |by — c2| = b3

Q4 ay by cq = ez —d3| =|cg —bs| =y dy =|ds — ag| = |b3 — a3| = as

Qs a5 = |as — byl 0 as 0

Q"4 ax < b 2 c1 < dy N
Q"9 as ba Co dy =az — by +c2

Q"3 as b3 c3 = |ca — da| = |b2 — a2 = as ds = |da — az| = b3



(Ez a két sorozat rovidebb is lehet, pl. co < as < by esetén do > b, ezért ag +c3 = by —as +do —co = 2(by — ¢2) =
2b3 = 2d3, ennélfogva as — bs = by — ¢35 = c3 — d3 = d3 — a3, és mar Q% -nek is mindegyik tagja 0. A Qo =1, 6, 12, 5
szamnégyesbdl viszont csak a 6. 1épésben lesz minden tag 0.

3. A foltevés szerint Q4 teljesiti a (3')—(3"") foltétel valamelyik egyenlGségét (természetesen mindegyik index helyére
4-est frva), igy Q3 minden esetre képezhets Qf, Qp és Q' koziil annak a mintéjara, amelyikhez tartozo egyenlGség
teljesiilt. Tovabbmenve a foltétel egyikének a képezendd Qs-ra, Qs-re és @Q1-re is teljesiilnie kell; s6t hatarozottan
kimondhatjuk, hogy (3')-nek kell teljesiilnie, mert, mint a 2. pontban Q%-ben és Q5 -ben lattuk, egy a (3”), ill. (3")
tipust négyesbsl mar egy 1épéssel elérehaladva két egyenls szamot tartalmazé négyes adodik, ezt pedig Q4-rél nem
tehetjiik fol. Latni fogjuk, hogy (3') megfelelgjét minden esetben teljesithetjiik as, as, ill. a1 alkalmas megvalasztaséval.

a) Legyen Q4-ben el6szor (3') mintéjara as + by + ¢4 = dy. Ekkor (4') mintéjara a tetszés szerinti a} egész szambol
kiindulva képezett

5 ay az + as aj + as + by a3+ as+ by +c4

négyesben mindenesetre a 4. tag a legnagyobb, csak ez lehet egyenld a tobbi harom Gsszegével:

3a5 + 2a4 + by = aj + ag + by + c4, amibdl
Cq4 — Qy
2

aj =

Tortek nélkiil szamolhatunk, ha Q4 tagjaipak péros voltat felhasznalva minden szamunk felét a megfelel§ nagy bettvel
jeloljiik (az indexet véltozatlanul kiirva). Igy
a§ = 04 — A4 és

(5) Q5 a3 =—As+ Cy, bs = Ay + Cy, c3 = A4+ 2By + Cy,
ds = Ay + 2B, + 3Cy.

as > 0 csak ¢4 < ay esetén teljesiil, ez azonban — ha nem igy volna — elérhetd azzal, hogy Q4 szamait c4-t6l kezdve és
visszafelé haladva vessziik sorba (vagyis a tobbiek Osszegével egyenls dy kisebbik szomszédjat vessziik aq-nek).

Ezzel olyan képletcsoportot kaptunk a szdmnégyes-sorozat visszafelé 1 lépéssel valé meghosszabbitasara, amelynek
eredménye mintegy készen 4ll egy Gjabb ilyen meghosszabbitésra, hiszen Q%-ben ugyanaz a feltétel teljesiil, mint
Qa-ben: az + b3 + ¢ = ds. Eszerint (5)-ben minden indexet 1-gyel csokkentve Q’Q—nek pl. a 3. tagja

as + c3
2

co = A3z +2B3+C3 = +b3=(Bs+Cy)+ (As+Cy) = As + By + 2C4,

és hasonl6 szamitasokkal a teljes szdmnégyes:
(6) QIQ as = As + By, by = B4+ 04, co = A4+ By + 204, do = 2A4 + 3B4 + 3C4.

Az indexek csokkentésével Q5 mintajara képezziik Q)-et, abbol pedig (4') alapjan Q(-t (abban ugyanis mar nem kell
teljesiilnie (3')-nek). Pl

1
di = Ay + 2By + 3Cy = §(a2+2b2—|—302) = 2A4—|—3B4+4C4, és

(7) Qll ay = Cy, by = Ay + By + Cy, c1 = Ag + 2By + 2CYy, dy = 2A4 + 3By + 4C4.
(8) Qo ao, bo = aop + C4, co =ag + Ag + By + 2C4, do = ap +2A4 + 3By + 4Cy,
ahol ag tetszés szerinti egész szam. Pl. a Q4 = 6, 14, 22, 42 négyes kiadodik Qp = ay, aog + 11, ao + 32,

agp + 71-bal.
B) Ha az el6irt Q4-ben a (3") tipust by + c4 = dy + ay4 feltétel teljesiil, akkor a (4”) mintdjara képezett

1% * * * * * * *
N as, bi=a3—as, c3=a3—as+0bsy, di=a3—as+bi+cu

szamnégyesben (a tovabbiakban @ bettik helyett N-eket hasznélunk, igy elkeriiljiik a 2. részbeli jelolések mas jelentéssel
valé megismétlését) di a legnagyobb szém, ezért a (3') tipusa foltétel:

a3+ b3 +c3=dz, innen a3 = (as+cs)/2=A4+Cy, ésaz
Né/ as :A4—|—C4, bg = —A4—|—C4, C3 — —A4+2B4—|—O4, dg = —A4+2B4—|—3C4
alkalmas a szamnégyes-sorozat visszafelé valé Gjabb meghosszabbitaséara (itt is elérhetd bs > 0). Felirhatjuk mindjart

az Ni' négyest, ugyanis a (6) képletcsoport alkalmas a sorozat visszafelé 2 lépéssel valo olyan meghosszabbitaséra,
amelynek eredménye ismét készen all ijabb meghosszabbitasra — hacsak az ottani ¢4 > a4-nek megfelelGen itt cs > as,



azaz by > a4. A szamitast részletesen N masodik tagjara mutatjuk be; (6)-ot alkalmazzuk az indexek csokkentésével
Nj-ra:

b c —As+ C —As+2B4+C
53_’_53: 42 1 4 24 4:_144_‘_34_‘_047

by =B3+Cs =
a teljes négyes pedig

N{/ aq 204, blz—A4—|—B4—|—O4, Cc1 :—A4—|—2B4—|—204,
di = —2A4 + 3B4 +4C,

Ebbél pedig (4') alapjan
9) N(/)I ag, ap+Cy, ag— Ag+ By +2Cy, ag—2A4+ 3Bs+4Cy.
PL. Qo = 6, 8, 12, 14 kiadodik ebb6l: N = ao, ag + 6, ag + 13, ag + 30.

) Végiil ha Q4-ben (3")-nek megfelelden a4 + c4 = by + dy, és itt aq < c4, tovabba az < c3, azaz a4 > by, akkor a
) esethez hasonloan (4"), (3'), (6),végiil (4') folhasznalasaval

N —Ay+Cy, Ay + Cy, Ay — 2By + Cy, Ay — 2By + 3Cy;
(10) N{H Cy, Ay — By + C4(= D4), Ay — 2By + 20, 2A4 — 3By + 4CYy;
Né” aop, ag + Cy, ag + Ay — By + 2C4, ag +2A4 — 3By +4C4.

Pl. Q4 = 12, 6, 14, 20 kiadodik az Ny = ag, ao+7, ao-+ 17, ag+ 31 szamnégyesbdol.

4. Eddigi eredményeink alapjan gyorsan megkaphatjuk egy a Q16 = 32, 32, 32, 32 négyesre vezet$ szamnégyes-
sorozat Qo kezds szdmnégyesét, pl. az aldbbi lépésekben. Qig-ban teljesiil a (3") tipust kovetelmény, ebbsl (10)
alapjan képezziik Qqo-t, és tigy hatarozzuk meg ais-t, hogy teljesiiljon (3'):

Q12 a1z, aiz + 16, ap + 32, aiz + 48; aiz =0
(megengedett érték). Innen egymaés utan (7), (7), (6), végiil (8) alkalmazasaval, ap = 0 valasztasaval

Qo: 16, 24, 48, 88; Qg : 24, 44, 80, 148; Q. : 34, 62, 114, 210;
Qo =0, 57, 162, 355.

Béta Kdroly (Budapest, Fazekas M. Gyak. G.)

Megjegyzés. A fentiek azt is adtak, hogy lehet képezni olyan szamnégyest, amelybdl kiindulva tetszés szerint el6irt
szamu lépésben kapjuk el6szor a 0, 0, 0, 0 szamnégyest (Qo esetében 17 lépés). Ugyanis Qo szdmait ag = 68-cal emelve
tovabb hosszabbithato visszafelé, és bar igy tortek 1épnek f6l, ezek nevezdjének legkisebb kdzos tobbszordsével szorozva
egeész szamnégyest kapunk. (Nevezsként csak 2-nek pozitiv egész kitevés hatvanyai lépnek fel.)

Ez a meggondolas viszont azt is adja, hogy egész szdmokhoz ragaszkodva a sorozat mindig véges szdmua szamné-
gyesbdl all. (Szamnégyesek helyett szamharmasokat véve, a sorozat lehet végtelen hosszu is, pl. a 0, 1, 1 szdmharmast
a 3. lépésben, a 0, 0, 0, 1, 1 szamotost a 15. lépésben visszakapjuk.)



