A kérdés ,elég” szava minden egyes n értékhez a legkisebb olyan d, atméré meghatarozasat kivanja, amelyre
a d, atmérGji gomb feliiletén még elhelyezheté n pont gy, hogy ne zavarjak egymaéast. A megadando6 d,, értékek
koziil csak néhanyrol fogjuk megmutatni, hogy azok valoban a legkisebb megfelels értékek, a tovabbi esetekben csak
néhany kinalkozo6 pontelrendezés koziil valasztjuk ki a legkisebb gombon elhelyezhet6t, til terjedelmes bizonyitasok és
diszkussziok elkeriilése végett.
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n = 2. Két pont az 1 a&tmérdji gombdn 1 tavolsagra van, ha atellenes pontok, kisebb géombdn pedig mindig 1-nél
kisebb tavolsagra van, tehat do = 1.

n = 3. A 3 ponton atmeng sik a gobmbbdl kort metsz ki. A gémb atmérGje legalabb akkora, mint ezé a koré,
igy ds3 annak a legkisebb gdmbnek is atmérgje, amelyen még elhelyezheté 3 pont tgy, hogy barmely kettd tavolsaga
legalabb 1 legyen. Minden ebbe a korbe irt, legalabb 1 hosszisaga oldalakkal rendelkez6 haromszog egyik oldala
éppen 1 hosszisagi, mert kiilonben ez a kor kicsinyitésével volna elérhetS. Az egységnyi oldal folé irt egyenld szdri
haromszog szarai nagyobbak mds haromszogben az egységnyi oldallal szomszédos kisebb oldalnél, igy biztosan megfelel
a feltételeknek, és az e koré irt kor akkor a legkisebb, ha a szarak is egységnyiek, vagyis a haromszog szabalyos. Az e
koré irt kor atmeérdje: ds = 2/v/3 &~ 1,155.

n = 4. Lehet mind a 4 pont egy sikban, s igy a gémb egy korén, vagy 3 egy kordn, a negyedik nem ezen a kdron. Az
els6 esetben az el6z6khoz hasonloéan lathato, hogy a kor legkisebb, ha a pontok egy beleirt egységnyi oldali négyzet
csticsai; ekkor atmeérGje V2 és ez egyben a kort tartalmazo legkisebb gémbfeliilet atmérdje is.

Ha a 4 pont nincs egy sikban, akkor jeldljik valamelyik 3 pont, mondjuk P, P>, P5 sikja altal kimetszett & kor
sugarat o-val. A P, pont tavolsaga P; és P, valamelyikét6l nem nagyobb, mint a P, P, Pj-en atmend korben a
P P>-re mer6leges atmérsn a hurtol tavolabbi végpont, R tavolsaga. R-nek P; t6l valé tavolsaga ismét nem nagyobb,
mint a Py en, R-en és a Pi-gyel a k korben atellenes P, ponton d&tmen6 kdrben a P; P;-re mer6leges atmérs tavolabbi
S végpontjanak tavolsaga Pi-t6l; ez viszont nem nagyobb, mint a P P| f6korben a P; P;-re merdleges atmérd téavolabbi
T végpontjanak tavolsaga P;-t6l (vagy a k kor barmely pontjatol).

Ha tehat Py, P>, P53, P, nem zavarja egymast, akkor P, Py, P3, T sem. Az ezeken d&tmend gomb atmérdje, adott
o mellett, akkor a legkisebb, ha T tavolsdga a masik harom ponttol legkisebb, tehat 1. Ekkor, a gomb sugarat r-rel
jelolve, T' tavolsagat pedig a p sugard kortsl m-mel:
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Ez akkor a legkisebb, ha ¢ a lehet6 legkisebb. Mivel a k korbe haromszog irhaté 1-nél nem kisebb oldalakkal, igy az
n = 3 esetbdl tudjuk, hogy o minimalis értéke 1/\/§ Igy 27 minimalis értéke

3
dy = \[5 ~ 1,225.

(Ez valoban kisebb az els6 esetben adodott V2 értéknél.) A négy pont ekkor egy szabalyos tetraéder négy cstcsa.
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n = 5 esetben, ha az 6sszes pont egy sikban van, akkor az egységnyi oldala szabalyos 6tszog koré irt kor AtmérGje,
1/sin36° adodik a legkisebb gombatmeérének. Ha a pontok nincsenek egy sikban, akkor van koztiik 3, amelyek sikja a
maésik 2 pontot elvilasztja. Ez konnyen lathato, ha nincs 4 pont egy sikban, ha pedig 4 egy sikban van, akkor koziiliikk
kettén, amelyek a gombbdl kivagott koron elvalasztjak a masik kettét, tovabbé az 6tddik ponton dtmend sik megfelel a
kivant feltételnek. Az n = 4 esetben kovetett gondolatmenethez hasonléan lathatd be ismét, hogy egymast nem zavard
pontotosbol djra ilyent kapunk, ha az elvalaszté sikon kiviil levé két pontot a sikra mer6leges atméré végpontjaival
helyettesitjiik. Egy ilyen pontotdst tartalmazd gémb sugara pedig akkor a legkisebb, ha a sik a gdémbdt f6kdrben



metszi, és ennek pontjai az atmérd végpontjaitol egységnyi tavolsagra vannak. Az atmérd végpontjai és a f6koron levs
barmelyik pont egyenls szarta derékszogt haromszoget alkot, s igy a gomb atmeérdje v2 = 1/sin45° < 1/ sin 36°; tehat
ds = V2 ~ 1,414. A f6korén levs pontok valasztasaban csak annyi megkdtésiink van, hogy barmelyik két pont kozti
kisebb iv legalabb negyedkor legyen. Ha két csatlakozo negyedkor Osszesen 3 végpontjat vessziik, akkor egy szabalyos
négyoldala gulat kapunk, amelynek minden éle egységnyi.

n = 6-ra attérve — az eddigiekkel ellentétben — nem noévekszik a legkisebb &tmérs értéke, mert az el6bb emlitett
gula cstcsat az alapnégyzetre tiikrozve a v/2 atmérdji gombbe irt szabalyos oktaédert kapunk, csupa egységnyi éllel.
5 vagy 6 pontot helyezve egy sikba, nagyobb (1/sin36°, ill. 2) atmérsji gomb adodik. Igy dg = ds = V2 Ennél kisebb
atmérs nem adoédhat, hiszen a 6 pont koziil barmelyik 5 sem zavarja egymast, tehat dg = ds.

n = 8 esetén els6nek az egységnyi éli kocka cstcsaiba iiltetjiikk pontjainkat, ekkor az atmérs v/3 ~ 1,732; azonban
kisebb atmérsji elrendezést kapunk a felsé 4 pont 45°-os elforgatéséaval és az alsé négyhez valé kozelitésével olyan m’
tavolsagra, hogy a megnyult oldalélek tjra egységnyire csdkkenjenek. Ekkor az oldalél egyik végpontjabol a masikba
az eredeti kockaélekkel parhuzamos 1/2, m’, 1/ V2 -1 /2 hosszusagi elmozdulasokkal juthatunk el, igy Pythagoras
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és a pontrendszer koré irt gdbmb r sugarara, &tmérdjére
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