Jeloljiik (1) és (2) jobb oldalat A-val, ill. B-vel, tavolitsuk el a nevezéket és gytjtsiik egy oldalra az y-t tartalmazo
tagokat:

(3) (Az —1Dy=A—x, (1- Bx)y=B —u.

Az els6 jobb oldal 1 — Bz-szerese a masodiknak Ax — 1-szeresével egyenls. Az igy adodo egyenletet a kovetkezd alakra
rendezhetjiik:

(4) (A+ B)2®> —2(1+ AB)z+ A+ B =0.

Innen, amennyiben A 4+ B # 0, az egyenletet kielégitG x csak

v={AB+1£+/(1+AB)>—(A+B)2}/(A+ B)
lehet. A diszkriminanst atalakitva és az eredeti paraméterekkel kifejezve:
(1+AB)* - (A+B)?=(1-A4%(1-B?% =
=1+A)01-A1+B)(1-B)=

_(1+a)2.(1—a)2.(1+b)2.(1—b)2_((1—a2)(1—b2))
o 14a?  14a2 1402 1402 \(1+a2)(1+02))’

tehat mindig valés megoldéast kapunk. Mivel még

2(a+b)(1 + ab)

©) ATB =Ry

azért az egyenlet egyik gyoke, ha A+ B # 0 (azaz a + b # 0, ab # —1)

_dab+(1+a?)(1+0*)+(1—a®)(1-b%) 2(a+b)(ab+1) ab+1

(1 4+ a?)(1+ b2) T(1+a?)(1+02)  a+b’

T

Mivel (4)-ben az els6 és utols6 egyiitthato egyenls, s igy z1ze = 1, azért 9 = 1/x7. Most mar y-t pl. (3) els6
egyenletébdl szamithatjuk, ha Ax; # 1:

A—z1  2a(a+b)—(ab+1)(1+a?) (a®>—1)(ab—1) ab—1

N Az -1 2a(ab+ D) - (1 +ad)a+d) (@—1)(a-b) a—b’
A—l/l‘l_A,Tl—l_ 1

y2:A/I1—1_A—I1 ;

Osszefiiggéseink arra az esetre érvényesek, ha a # b és a® # 1, tovabba ha y; # 0. Ha Az, = 1, de Bz # 1, akkor
(3) masodik egyenletébdl ugyanezen y-értékek adodnak, feltéve, hogy a # b és b* # 1. Az és Bxp csak akkor lesz
egyszerre 1, ha A = B, azaz, mivel

2(a —b)(1 — ab)

© AP aeey

tehat ha a = b vagy ab = 1. Mint latjuk, ezekben az esetekben fenn is all mindig A = B.

Azt nyertiik tehat, hogy ha A+ B # 0 és A— B # 0, tovabba a? és b? egyike nem 1, akkor csak a fenti z1; 31 és xo,
y2 lehet az egyenletrendszer megoldasa. (Az (5) és (6) alapjan 1 és y1 nem 0, és igy z2, yo létezik.) Behelyettesitve
(1) és (2)-be, mivel

2a(1 — b2 14+a?)(1—0b?
361—91:7@(2_132), 1—1’13/1:—( a2)—(b2 )7
2b(a® — 1 14+ b%)(a® -1
961-1—3/1‘%, 1+$1y1=(a2)$7

azért 1, y1 megoldasa az egyenletrendszernek, ha sem a?, sem b% nem 1. Mivel tovabba,

T2 —Y2 _ 1/z1— 1/ I Bk U
L—moys  1—=1/myr w1y — 1
T2ty Um+1/yn oyt

1—|—I2y2 - 1—|—1/$1y1 o I1y1—|—17

igy a fenti feltételek mellett xo, y2 is megoldas.



A kivételes esetek vizsgalatara jol hasznalhatok a (3) alatti egyenletek oOsszeadasaval és kivonasaval keletkezs
egyenletek:

(7) 2r = A+ B — (A — B)xy, 2y=(A+ B)ry — (A— B).

Ha A+ B =0, akkor innen y = —A, x = A%z; tehat ha A% # 1, 2 = 0; — ha pedig A? = 1, akkor x tetszés szerinti
szam lehet, amire xy # +1, tehat x nem lehet +£1. Ezek az értékparok ki is elégitik az egyenletrendszert.

Hasonloan ha A — B =0, akkor z = A, és ha A # 1, y = 0; — ha pedig A? = 1, y barmely +1-t6] kiilonb6z6 szam
lehet, és ezek ismét megoldasat szolgaltatjik az egyenletrendszernek.

Vizsgaljuk még az a® = 1, b = 1 feltételeket. Ha pl. a® = 1, akkor A = a = +1.

A hatra levs esetekben, amikor sem A + B, sem A — B nem 0, nem lehet a®> = > = 1, mert ebbdl az éppen
mondottak szerint A + B = 0 vagy A — B = 0 kovetkezik.

Legyen most a® = 1, b # 1. Mivel most csak a fent nyert z1, y1 és 2, yo értékpar lehet az egyenletrendszer
megoldésa, igy
ab+1 a(ab+1)
a+b  14ab

T
(a tortnek van értelme, mivel a?b® = b* # 1) és

_ab—1 _afab-1)
T T Tima "

tovabba 2o = a, y2 = —a, mert a®> = 1. Ebb6l 21 +y1 = 1 + 2191 = 22+ y2 = 1 + 222 = 0, s igy a (2) egyenlet
bal oldala értelmetlenné valik. Ebben az esetben tehat nincs megoldésa az egyenletrendszernek. Ugyanigy az a® # 1,
b =1 esetben sem, mert akkor z; = b= x5 = y; = ya, s igy az (1) egyenlet bal oldala valik értelmetlenné.

Végiil, mikor lesz az x1, y1 és x2, y2 megoldaspéar azonos? Mivel

xl—xgle—i: (ab+1)% — (a + b)? _ (a+1)(b+1)(a—1)b-1)

71 (ab+1)(a+b) (ab+ 1)(a+ D)

tehat ez csak akkor kovetkezhet be, ha a és b koziil az egyik 1 vagy —1. Ez azonban a kivételes esetek kozé tartozik.
Ha a és b masika is 1 vagy —1, akkor vagy A+ B =0, vagy A — B = 0; ha a mésik nem 1 vagy —1, akkor pedig nincs
megoldésa az egyenletrendszernek.

Mivel 14+ A = (14+a)?/(1 +a?), s igy A, ill. B akkor és csak akkor +1, ha a, ill. b értéke ugyanennyi, igy (5)-6t
és (6)-ot is figyelembe véve eredményeink igy foglalhatok Ossze: ha a kiilonbozik +b-t6l és +1/b-t6l, és mindketts
kiilonbozik +£1-t6l, akkor az egyenletrendszernek két kiilonb6z6 megoldésa van: a fenti x1, y1 és o, yo értékpar.

Ha a és b egyike 1, a masik ettdl kiilonboz6 érték, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Ha a egyenld b-vel, vagy a reciprokaval, de +1-t6l kiilonboz6, akkor 2 = 2a/(1 4+ a?), y = 0; ha a egyenld b-vel vagy
—1/b-vel, de nem +1, akkor z = 0, y = 2b/(1 + b?).

Ha a = b = %1, akkor x = a, y barmely £1-t6l kiilonb6z6 szam lehet, ha pedig a = —b = £1, akkor z tetszéleges
szam, csak nem +1, és y = —a.
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