I. megoldas. A gomboket megszerkesztettnek tekintjiik, ha meg tudjuk szerkeszteni sugaruk hosszat. Ekkor
ugyanis a sugarat az érintési pontban a megfelels sikra allitott merélegesre — kell§ irdnyban — felmérve megkapjuk a
gémb kodzéppontjat.

1. dbra

A gbmbok r sugarit szamitassal allapitjuk meg. Keressiink olyan megoldast, melyben a két gémb G, ill. G4
kézéppontja abban a térnegyedben van, amelyet sikjainknak az érintési pontokat tartalmazo félsikjai hatarolnak. (Azt
a kivételes esetet, ha C és D kozott van az m-en fekvs pont, késébb tekintjiik.) Fektessiink G.-n és G4-n at 3-3 olyan
sikot, melyek egyike S-sel, mésika T-vel parhuzamos, harmadikuk pedig meréleges m-re (1. dbra). Ez a 6 sik téglatestet
hatarol, melyben a G.G4 szakasz testatlé — és hossza a gombok érintkezése folytan 2r —, egy csicsba Gsszefutd 3 éle
koziil az m-mel parhuzamosnak hossza e, az S-re, ill. T-re mer&leges él hossza pedig d —r, ill. ¢ —r abszolut értéke. (A
¢, d, e méreteket pozitivnak vessziik, mert a feladatban semmiféle iranyitas nem szerepel.) Ezekbdl a testatlora ismert
Osszefiliggés szerint

(c—=1)*+(d—7r)*+ e = 42,

2 L2 e?
r2+(c+d)7°—7c ki 2+e =0,
amibdl
1
(1) r:§(j:\/2(02+d2+62)+(c+d)2—(c+d)),

és ez pl. a Pythagorasz—tétel ismételt alkalmazasaval megszerkeszthets (2. abra, az egymaés utén szerkesztett derékszogi
haromszogeket 1., II., IIL., IV. jeloli), a keresett gombok atmeérgjének hossza az M N szakasz, ebbdl — mint lattuk — a
gdémbok megszerkeszthetsk.

Al

2. dbra



A négyzetgyokot + jellel véve r nyilvanvaldan pozitiv. Azonban a negativ r is ad egy megoldast, r negativ volta azt
jelenti, hogy a koézéppontokba C-b6l és D-bél a felvett iranyokkal ellentétes irdnyban haladva jutunk el, a két kdzéppont
az eddig tekintett térnegyeddel szomszédos két térnegyed egyikében, ill. masikaban van. Ebben a megoldasban az S-
sikot C-ben érinté gomb atmetszi a T' sikot, a mésik gdmb pedig atmetszi S-et (az 1. dbra helyzetében az elébbi S
alatt van, az utobbi T' mogott), — ugyanis pl. az els6 gdmbnek nincs pontja S f6l6tt, tehat az érintkezési pont csak
S alatt lehet. Emiatt nem lehet sz6 a megoldas elvetésérsl, mert pl. az S-et C-ben érinté gomb T-vel valé kolesonos
helyzetére nem all fenn kovetelmeény.

Tovabbi két megoldéast kapunk abbél a feltevésbdl kiindulva, hogy G4 a T-nek azon az oldalan van, mint C, G,
pedig az S-nek D-vel ellentétes oldalan. Igy a fenti szamitasban |d — r| helyére d + r lép, r értékét (1) adja meg,
ha d helyére —d-t irunk. A gyokok itt is ellentétes elGjeltiek, mert szorzatuk, az egyenlet r-et nem tartalmazo tagja,
negativ. A porzitiv gyokkel kapjuk a fenti helyzeti G., G4 kézéppontokat, a negativ gyokot véve pedig G, az S folott,
G4 a T mogott all elg, mindkét megoldasban a gombok az egyik sikot érintik, a masikat metszik. — Minden lehetGséget
figyelembe vettiink, t6bb megoldas nincs.

Elsfordulhat, hogy G. és G4 az els6 esetben vizsgalt térnegyedben vannak, de a gdmbdk egyike mégis metszi a
nem érintett sikot. Ilyen az az eset is, ha pl. d = 0, hiszen ekkor minden lehetséges G4 benne van S-ben. Csak abban
az esetben nincs megoldas, ha C és D azonos, ekkor ¢ =d =e = 0.

Lovdsz Lidszlé (Budapest, Fazekas M. Gyak. G. II. o. t.)

Megjegyzések. 1. A pozitiv r-re szoritkozva a sugarat az r(r + ¢ + d) = (¢* + d* + €*)/2 egyenletalakbol a kor
érintGjére ismert tétel alapjan is megszerkeszthetjiik.

2. A feladat nem irta el az 6sszes megoldasok megkeresését, a teljes megoldast a minél jobb térszemlélet kialakitasa
érdekében kozoltiik. Ezt kivanja segiteni a 3. abra esete is, amelyen ¢’ = D', e = 0, C, D, G., Gq és az érintkezési
pontok benne vannak abban a C’-n atmend U sikban, amely merdleges m-re, a gdmboknek csak az U-ba es6 fokorét
latjuk; ¢ =4, d = 1 egység.

3. dbra

II. megoldas. Tekintsiik az S-et C-ben érinté gomb feliiletén a G4D-vel megegyez6 iranyu sugar E végpontjat.
Ekkor DE = G4G. = 2G . E, mert a G.G4DFE négyszog paralelogramma.

Kicsinyitsiik az abrat (a térbeli D, G., G4, E pontrendszert) C-b&l mint kozéppontbol. A kicsinyités aranyat
folytonosan valtoztatva a pontok képe rendre a CD, CG., CG4, CE egyenesen mozog, és a G.Gy szakasz kicsinyitett
képe mindig 2-szerese CG., DG4 és G .F képének.

Meérjiink fel az S-re C-ben allitott n merdleges egyenesre — G. vart helyzetének irdnyaban — egy tetszés szerinti r*
szakaszt, legyen a végpont G; tovibba G-bol T-re merdlegesen — a vart G¢D iranyban — ugyancsak r*-ot, a végpont
E*. Trjunk végiil kort a CDE* sikban E* koriil 2r* sugérral, és messe ez a C'D egyenest a D}, D} pontokban. Igy
a C, E*, D} pontrendszer (i = 1 2) hasonl6 helyzeti a C, E, D pontrendszerhez, ennélfogva FE-t kimetszhetjiik a
CE* egyenesbdl a D-n 4t D} E*-gal parhuzamosan vezetett egyenessel. Hasonléan G -t n-b6l kimetszi az F-n atmend
T-re merGleges egyenes, végil G4-t a G.E DG, paralelogramma negyedik csicsa adja, és a keresett gombok sugara
G.C =G.E =GyD.

A CG} és GLE™ irany megvalasztasara 2-2 lehetGség van, de ezek csak két CE™ egyenest adnak, igy a fenti i = 1,
2 eseteket sorra véve 4 megoldast kapunk. Az olvaséra hagyjuk annak bizonyitasat, hogy a kapott gobmbok kielégitik
a feladat kovetelményeit.

M. I. nyoméan



