Ha egy trapéz megfelel a feladat kovetelményeinek, akkor egyik alapja egy-egy szarral és atloval két olyan harom-
szoget alkot, amelyek oldalainak mértékszama egész, egy oldaluk egyenld, magassaguk 24, és az egyenls oldalak mentén
egymaésra téve Sket a kozos oldallal szemben levs csticsok tévolsaga is egész. Ilyen héromszogek keresése eredményes
lesz Gsszetolassal, illetve részbeni fedéssel azokbol a pythagoraszi haromszogekbdl (1. dbra), amelyek egyik befogos-
zama m = 24. Igy a magassagok talppontjainak az alap végpontjaitol mért tavolsagai egész szamok, ezért a trapéz
maésik alapja is egész lesz.
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A mondott szamharmasok atfogoszamat k-val, masik befogoszamat I-lel jelslve m? = 576 = k* — 1> = (k—1)(k+1).
Itt a jobb oldal tényezdi egész szamok, tovabba parosak. Ugyanis szorzatuk péaros, ezért az egyik tényezd paros, igy
viszont Gsszeglik, 2k, és kiilonbségiik, 21, csak akkor paros, ha a méasik tényez6 is paros. Eszerint a k, [, 24 pythagoraszi
szamharmasokat 576-nak két killonb6z6 paros szam szorzata gyanant valo elGallitasabol kapjuk (ugyanis k—1 < k+1).
Hét ilyen van, lasd az 1. tablazat egy-egy oszlopat.

L k—1= 2, 4, 6, 8, 12, 16, 18;
k+1 =288, 144, 96, 72, 48, 36, 32

k = 145, 74, 51, 40, 30, 26,  25;

m = 24, 1 =143, 70, 45, 32, 18, 10, 7.

Keét-két (kiilonbozo, ill. egyenls) I-befogd Gsszegét és kiilonbségét a I1. tablazaton allitottuk Gssze, amelyen minden
egyes [-értékhez egy sor és egy oszlop tartozik, az i-edik sor és a j-edik oszlop k6z6s mezején i < j esetén (a jobbra
lejté atlon és téle jobbra folfelé) az I; + [; Osszeg all, ¢ > j esetén pedig (balra lefelé) az [; — [; kiilonbség.

A tablazat 49 racionalis haromszoget ad az m = 24 magassag-szamhoz. Széba jonnek tovabba maguk a felhasznalt
pythagoraszi haromszogek is, hiszen amennyiben 1étezik derékszogi a trapézek kozott, annak szarmaztatd haromszogei
koziil az egyikben az alapon derékszog van.

IL =7 lo=10, I3=18, 1, =32, I5=45 lg=70, I =143
L= 7 14 17 25 39 52 77 150
b= 10 3 20 28 42 55 80 153
ls = 18 11 8 36 50 63 88 161
Iy = 32 25 22 14 64 77 102 175
Is = 45 38 35 27 13 90 115 188
lg = 70 63 60 52 38 25 140 213
l; =143 136 133 125 111 98 73 286

Nyilvanvald, hogy minden [;+1;(i # j) alapt haromszogbél az alap felezd merélegesén valo tiikrozéssel egy racionalis
szimmetrikus trapézt kapunk, ennek révidebb alapja I; — I;, az ilyenek szama tehédt 21. Ha ugyanigy egy derékszogt
héaromszoget tiikroziink /; felez6 merélegesére, 7 racionélis téglalap keletkezik. Tulajdonképpeni feladatunknak azonban
a nem szimmetrikus racionalis trapézok elGallitasat tartjuk, ezek érdekesebbek, mert szaraik és atloik kiilonb6zs egész
szamok. Ilyen trapéz alapjai gyanant a tablazatnak csak az ismétl6ds szamai szerepelhetnek, ezeket kiemeltiik kovér
nyomtatassal.
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Két egyezs alaphosszra a két Heron-haromszoget kétféleképpen helyezhetjiik ra, ha egyikiik sem egyenld szara. Pl.

(1) TT=0L+Ilg=1ls+15



egyenlGség alapjan a 77 egységnyi alap [; részének végpontjara vagy az ly, vagy az ls rész végpontjat illeszthetjiik
rd, és igy a méasik alap mértékszaman az els6 esetben Iy — 11 = lg — I5 = 25, a masodikban I5 — [} = lg — 4 = 38
adodik (ezek természetesen ugyancsak ismétl6ds alaphosszai a tablazatnak; 2. abra), az egyenléségek (1)-bol adodnak
atrendezéssel. A trapéz atloit és szarait a megfelel szamharmasok k1, ky, ks, k¢ atfogoszamai adjak.

Alapok Szérak Atlok Magassag
I1I. 14 25 25 30 25 40 24
25 25 25 25 30 40 24
25 38 40 51 25 74 24
25 52 30 51 25 74 24
25 63 25 51 30 74 24
25 7 25 51 40 74 24
38 77 25 40 51 74 24
52 63 25 30 51 74 24

Hasonldan végigmenve a tablazat 6sszes egyezs szamparjain, a II1. tablazaton felsorolt 8 raciondlis trapézhez jutunk.
A 63, 52, 38 alapszam két-két el6fordulasabol is 2-2 trapéz adodik, viszont a 25-0s harom el6fordulasa haromféleképpen
allithato parba, ezekbdl 3 - 2 = 6 trapéz, a 14 alapszam el6forduldsaibol pedig 1, mert a 14, 25, 25 haromszog
szimmetrikus m-re. Igy a fenti trapézeket mindkét alapjuk révén megkapjuk, kivéve a 2. sorbelit, amely racionalis
paralelogramma (rombusz).

Nagy Laszlé (Gy6r, Benedek-rendi Czuczor G. g. III. o. t.)
Laczkovich Miklos (Budapest, Fazekas g. II. o. t.)

Megjegyzések. 1. A feladat nem kivanta az m = 24 magassigszamhoz tartozo Gsszes racionalis trapézek elGallitasat;
a fentieket azért kozoltiik, mert kiilonbozs versenyzdk mas-mas megoldast talaltak.

2. A fentieken kiviil tovabbi megoldas nincs, megmutatjuk ugyanis, hogy ha egy haromszog a, b, ¢ oldalainak és az
a oldalhoz tartozé m magassaganak hossza egész szam, akkor m talppontjanak az a végpontjaitol mért

ap = Vb2 —m?2=/p és a.=+Vc2-m?=./q

tavolsagai is egész szamok. Ugyanis ezeknek vagy az Osszege egyenld a-val, vagy (ha az a oldal egyik végpontjaban
tompaszog van) a pozitiv kiilonbsége:

(2) VPELVg=a.

Ebbél négyzetreemeléssel és rendezéssel
£2\pg=a’—p—q=r,
egész szam, mert p, q egészek. Igy £./g = r/2,/p és (2) alapjan mindkét négyzetgydk raciondlis szam, ugyanis

2047 r+ 2q

r 2p+r
VP = 2a ' Vi=a—Vp= 2a
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Igy egészek is, mert ha egy racionalis szam nem egész, akkor négyzete sem az.
Eszerint feltételeink mellett b, m, ap és ¢, m, a. pythagoraszi szamharmasok, a fentiekben az adott magassaghoz
megkaptuk az Osszes raciondlis trapézokat.
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