I. megoldas. Legyen ABC' a keresett haromszog, a = BC, b = AC a befogdk, ¢ = AB az atfogd. Mérjiik ra a
befogok meghosszabbitasara az AB; = BA; = c tavolsagot (1. abra). Ekkor az A; B1CA befogoi A;C = a+ ¢ = p,
B1C = b+ ¢ = q a megadott tavolsagok. Igy a feladatot a kovetkezdvé alakitottuk at: Szerkessziik meg adott A, B;CA
A;C és B1C oldalan a B és A pontot ugy, hogy az A1 BAB; torott vonal egyenld szakaszokbol alljon. Ez a feladat
tobbféleképpen is megoldhato.

< A AC'- j E'

1. dbra

a) A B-bol AB;-gyel és B1-b6l AB-vel parhuzamosan huzott egyenesek metszéspontja legyen D, ekkor az A1 BD B,
torott vonal is egyenls szakaszokbol all, és els6 két szakasza A;C-vel és CBi-gyel parhuzamos. Ehhez hasonlét a
szerkeszthetiink gy, hogy A;C-re A;-bél tetszés szerinti A; B’ tavolsagot mériink; B’-bél Ay C-re merdlegesen annak
Bj-et tartalmazo partjan felmérjiik a B'D’ = A B’ tavolsdgot; a D’ koriil D'B’ sugarral rajzolt kornek az Aj-
t6l tavolabbi metszéspontja A; Bi-gyel legyen Bj. D-t az A1 D’ és a Bi-bol indulé, BjD'-vel parhuzamos egyenes
metszéspontja adja; végill B-t a D-n at ByC-vel parhuzamosan hazott egyenes metszi ki A;C-b6l, A-t pedig a B
kozépponta By D sugara kor a B;C szakaszbol.

Vilagos, hogy a megszerkesztett torétt vonal egyenld szakaszokbol éll, s igy az ABC A megfelel a feladat kirovasai-
nak, feltéve, hogy A és B a C' By és C'A; oldalon keletkezik. A szerkesztés valtozatlanul végrehajthato, ha a C-nél levs
7 szog adott, de derékszogtdl kiilonbdzs (2. Abra). Nem alkalmazhat6, ha D (és D) az Ay By egyenesre esik, azaz ha
az A1 B1CA egyenl$ szaru, p = g. Ekkor azonban az ABDB; rombusz atloja, amely felezi az ABy D szoget, egyben
az Ay B1C szog felezGje is, tehéat ez metszi ki B-t A1 C-bdl, tovabba ez esetben AB || A1 Bj.

2. dbra

A D’'Bj-vel parhuzamos BA irany az A,C és CB; irany kozé esik; igy Bj-nek az ezekkel parhuzamos sugarak
alkotta ED'F konvex (B’-t nem tartalmazo) szogtartoméanyban kell lennie, akkor keletkezik A és B a megfelels
oldalszakaszokon. Jelljiik az E-b6l ByC-vel parhuzamosan htzott egyenes és A;C metszéspontjat B”-vel. Ekkor a
mondott feltétel azzal ekvivalens (mivel B] az A;B; egyenesen van), hogy p/q = A1C/B1C az A1B'/B'F = 1/2 ¢s
A1B"/B"E = 2 értékek kozé essék (ugyanis A;B” = A1B' + B'B” = AiB' + D'E = 2A,B’). A szerkeszthetGség
feltetele tehat, hogy ¢/2 < p < 2¢ legyen, mas széval az adott szakaszok koziil, ha nem egyenldk, a nagyobbik kisebb
legyen a kisebbik kétszeresénél.

b) Az el6bbi megoldas jeloléseit megtartva, de nem szoritkozva derékszogi haromszogre A1 D = 2A; Bsin(y/2) =
2B1Dsin(v/2). A D pont A;-t6l és B;-t6l mért tavolsaganak aranya eszerint 2sin(y/2), D tehat az ennek megfelels
Apolloniosz-féle kor és az A;-bdl induld, A;C-vel 90° — /2 szoget bezéaro félegyenes metszéspontja. Tovabb az eléz6
megoldéashoz hasonléan jarhatunk el.

~ = 60° esetében az Apolloniosz-kor helyébe a By A; szakasz felez6 merdlegese 1ép.



A szerkesztés helyessége az elemzés gondolatmenetének megforditasaval konnyen belathatd. A szerkeszthetség
feltételének megallapitasat az olvaséra bizzuk.

¢) A D pont segitségiil vétele nélkiil is megszerkeszthet6 az A1 BAB; torott vonal. Mérjiik fel A;C-re és B1C-re

az egyenls Ay B’ és Bi A* tavolsdgot, hiizzuk meg az A* kozépponti és A*B; sugart k* kornek azt a felét, amelyik

a B1C egyenes Aj-et tartalmazo partjan fekszik, majd toljuk el Ay B’-t parhuzamosan A;B; mentén gy, hogy B’ a

féelkdrre essék. A pont 6j B* helyzetét a B’-bol Ay Bi-gyel parhuzamosan hiizott egyenes metszi ki a félkorbol. B-t a
By B* egyenes metszi ki A;C-b6l, A-t pedig a B-n at B* A*-gal parhuzamosan huzott egyenes B C-bdl.

A szerkesztés helyessége konnyen lathato, igazolasat (ami az a) esethez hasonloan végezhets) az olvasora hagyjuk.

Csirik Janos (Oroshaza, Tancsics M. G.)

Horvdth Jozsef (Esztergom, Temesvari Pelbart G.)

3. dbra

II. megoldas. A kovetkezs megoldas kihasznalja, hogy v = 90°. Az adott szakaszok felét kozvetleniil megtalaljuk
3. dbrankban, ha vessziik a keresett ABC haromszog koré irt k kort és ennek az AC és BC befogokra meréleges DD’
ill. EE" atmeérsjét (D és E a C-t nem tartalmazo AB iven). Ugyanis a derékszogl haromszog koré irt kor sugara
¢/2, kdzéppontjanak, O-nak tavolsiga az AC és BC befogoktol a/2, ill. b/2, ezért D tavolsaga AC-t6l (a + ¢)/2, E
tavolsaga BC-t6l (b + c)/2.

Tekintsiik most azt a téglalapot, amelynek oldalegyenesei egyrészt az AC' B derékszog szarai, masrészt az ezekkel
D-n, ill. E-n at hazott parhuzamosok. A k kor ennek utobbi két oldalat érinti és atmegy az érintett oldalak k6zos
végpontjabol kiindulé atl6 méasik végpontjan.

Ezekbol a kovetkezs szerkesztés adodik: Az adott szakaszok felébdl megszerkesztjitk a CGHF téglalapot (CG = p/2,
CF = q/2), meghtzzuk a HC' atlot és az FHG derékszog f felez6jét. f-nek egy tetszés szerinti O* pontja koriil a HF'
egyenest érinté k* kort irunk, ennek a HC' egyenessel valo, H-t6] tavolabbi metszéspontja C*. A C-n atmens, C*O*-gal
parhuzamos egyenesnek f-fel valo O metszéspontja koriil OC sugérral irt korbol az F'C, GC egyenes kimetszi A-t, ill.
B-t.

Ha C*-nak G H-t6] mért tavolsaga kisebbnek adodik, mint &* sugara, vagy ha egyenld vele, akkor az ad6do O-t CF
elvalasztja D-t6l, B a GC meghosszabbitasan keletkezik, és az ABCA-ben AB — BC = p, AB+ AC = q. (Hasonl¢ all
az el6z6 megoldasokban is, ha a szerkeszthetdség feltétele nem teljesiil, azzal a kiegészitéssel, hogy a megszerkesztett
haromszogben v helyén a kiegészits szoge lép fel.)

A szerkesztés nem hajthato végre, ha p = ¢, mert igy O és O* a CH atlon van; viszont ekkor DCH< = 22,5°, és
ez ad moédot a szerkesztésre.

Nagy Péter Tibor (Kiskunhalas, Szilady A. G.)




II1. megoldas. A kivetkez6 megoldas bonyolultabb az el6zéknél, viszont még hasonlésagot sem hasznal fel. Tiik-
rozziik a keresett ABCA-et az A és a B cstcsnél levé kiils6 szog felezGjére, és legyen a tiikorkép AA,C, ill. By BC” (4.
abra). Az A; csiics CA, By pedig CB meghosszabbitasan van, CA; = CA+AB = b+c = q, OBy = a+c = p, tovabba C’
és C" az AB meghosszabbitasain vannak, A,C'C"< = B1C"C'<x = A1CB1<t = v, és C"B; = CA = b. Messe az Aj-en
atmend, AB-vel parhuzamos egyenes C” By-et B*-ban. Igy A1 B*C” (" szimmetrikus trapéz, C"”"B* = C'A; = CB = a,
B*B; =C"B; —C"B*=b—a=q—p=CA; — CB; végill A;B*B1< = C'C"B1<< =+. A q > p (vagyis b > a)
feltevés miatt A; B* elvalasztja Bi-et C-t6l, és igy C-t6l is, ezért B* az A1 B1CA koré irt k kornek C-t tartalmazo
A1 B, ivén van.

Ezek alapjan az ABCA megszerkesztése a kovetkezd.

Egy C cstcst, v nagysagu szog szaraira folmérjik CA; = CA* = q szakaszt, a mésodik szarra CB; = p-t is.
Megrajzoljuk k-t, és ennek mondott ivét metssziik a By koriili, B A* = ¢ — p sugara k* korrel, a metszéspont B*.
Az A1 B1B*A B*-bél kiindulo kiilsé szogfelezdje CBy-bol kimetszi B-t, végiil a B-n atmend, A; B*-gal parhuzamos
egyenes C'A1-bol A-t.

Az ABCA megfelel a kdvetelményeknek. Legyen AB és ByB* metszéspontja C”, tovibba C’ az AB-nek A-n
tuli meghosszabbitdsan az a pont, amelyre A;C’A< = v. Ugyanekkora a BiB*A;< és a vele egyallast B;C” B<,
ezért, valamint az A-nél és B-nél levs csicsszogek miatt az ABC, AA;C’ és By BC” haromszogek két-két megfelels
szoge egyenld. Az utobbi két haromszog egybevagd, mert ezeken feliil egy-egy megfelels oldaluk egyenls, ugyanis a
végzett szerkesztések miatt B*BC” egyenls szart haromszog, A1 B*C”C’ pedig egyenld szart trapéz, igy valoban
AC" = B*C" = BC". Eszerint AA, = B, B. Egyenls tovabba az el6bbi elss és utolsé haromszog két-két megfelels
oldalanak kiilonbsége:

CA—-CB=CA; -~ AA, —CA* + BA* = BB, + B1A" — AA, =
— BlB* — BlC” _B*C/I — Blcll _ BC”,

eszerint ABCA ~ B1BC"A ~ AA;C'A. Ennélfogva az ABCA-ben

CA+AB=CA+ AA =CA; =g,
CB+BA=CB+ BB, =CB; =p,

végiil az ACB< az el6irt v nagysagu. Ezeket kellett bizonyitanunk.
A felhasznalt B* B szogfelez6 k-bol a C-t tartalmazé Ay By iv F felez6pontjan at 1ép ki, masrészt ¢ > p miatt F
a mondott iv C'A; rész-ivén van. Ezért B akkor és csak akkor adodik a CB; szakasz belsejében, ha B* a B;C' iven
adodott. Ennek feltétele B1B* < B1C, g —p < p, azaz p < q < 2p. Ekkor A a C'A; szakaszon adodik, mert az AB
egyenes elvalasztja C-t A; B*-tol.
Ebben a szerkesztésben sem hasznaltuk ki, hogy v derékszog. Ha v = 90°, akkor A;B* = C'C" =a +b+c.
Mezey Istvin (Debrecen, Fazekas M. G.)

Megjegyzés. p = q esetén a szerkesztés nem alkalmazhatd, mert B* = Bj.

IV. megoldas. Konnyen célhoz érhetiink szamitas segitségiil vételevel. A ¢ +a = p, c+b = ¢, a> +V* = 2

egyenletrendszerbdl ¢ = p+q— \/% (a masodfoku egyenlet masik gyoke nem felel meg, mert p+q = c+(a+b+c) > c).
Eszerint b = \/2pq — p, vagyis 2p és ¢ mértani kézéparanyosabol p-t kivonva a b befogot, ¢ kivonasaval a-t kapjuk. A
kapott eredmény b+p=a+b+c= \/% alakban is irhatd, ezért a kivonasokat a mértani kozéppel egyenls szakasz
két vége fel6l végezve, kozépss szakaszként megjelenik az atfogo (5. abra).

r a 5. dbra

Rado Andrds (Gyor, Benedek-rendi Czuczor G. G.)

Megjegyzések. 1. A szerkesztés atvihets tetszés szerinti v szogre, Pythagoras tételét a koszinusz-tétellel helyettesitve.
2. Az utoljéra nyert Osszefliggés szerint derékszogi haromszog oldalaira mindig fennéll:

(a+b+c)>=2(a+c)(b+c),
ahol ¢ az atfogo6. Hasonloan
(a+c)?+(b+c)+(a+b+c)?=
=[a+c)+(b+0).



A TIII. megoldasnak derékszogl haromszogre valé alkalmazasa az

(a+b+c)2+(b—a)?=(a+b+ec)?+[b+ec)—(atc) =
=(a+c)*+(b+c)?

azonossaggal egyértelmi. Ezek az Osszefiiggések egy-egy lehetséget adnak a 4 b+ ¢ megszerkesztésére, abbol pedig a,
b és ¢ mar konnyen nyerhetd.



